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، می توان مثلثی متشابه با مثلث مفروض ساخت؟ 1. مثلث  مفروض است. با کنار هم قرار دادن کدام تعداد مثلث هایی برابر مثلث 
 (1 (2 (3 (4

2. در یک ذوزنقه متساوي الساقین، از برخورد نیمساز زاویه هاي داخلی، کدام چهارضلعی حاصل می شود؟
4) لوزي3) متوازي الاضلاع2) محاطی1) مستطیل

3. درمستطیلی به ابعاد   و  واحد، ازتقاطع نیمسازهاي داخلی آن یک چهارضلعی حاصل می شود. مساحت این چهارضلعی چند واحد مربع
است؟
 (1 (2 (3 (4

4. در مستطیلی به اندازه ي اضلاع  و  واحد، محل تلاقی نیمسازهاي داخلی، رأس هاي یک چهارضلعی هستند. مساحت این چهار ضلعی کدام
است؟
 (1 (2 (3 (4

5. در یک متوازي الاضلاع، طول اضلاع   و  واحد و یک زاویه  درجه است. مساحت چهار ضلعی حاصل از برخورد نیمسازهاي داخلی این
متوازي الاضلاع کدام است؟

 (1 (2 (3 (4

6. در مثلثی به اضلاع  و  و ، نیمساز داخلی زاویه ي بزرگ تر، ضلع مقابل را در  قطع می کند. فاصله ي نقطه ي  از وسط ضلع بزرگ تر
چقدر است؟

 (1 (2 (3 (4
7. در یک مثلث قائم الزاویه، اندازه ي اضلاع قائم  و  واحد است. فاصله ي دورترین رأس این مثلث از نقطه ي تلاقی نیمسازهاي داخلی آن کدام

است؟

 (1 (2 (3 (4

 
8. در مثلث  داریم:  ،  و . اندازه ي  کدام است؟ 

 (1 (2 (3 (4
9. در مستطیلی به ابعاد  و  واحد، نیم سازهاي داخلی دو زاویه ي متقابل، قطر دیگر مستطیل را در  و  قطع می کنند. اندازه ي 

چه قدر است؟

 (1 (2 (3 (4

، میانه ي  و نیمسازهاي دو زاویه ي  و  را رسم می کنیم تا دو ضلع  و  رابه ترتیب در  و  10. در مثلث 

 قطع کند. نسبت   برابر کدام است؟

 (1 (2 (3 (4

11. در مثلثی به اضلاع  ، و  واحد، نیمسازهاي کوچک ترین زاویه ي آن ضلع مقابل و امتداد آن را در  و  قطع می کنند. اندازه ي 
چه قدر است؟

 (1 (2

 (3 (4

12. در مثلثی به طول اضلاع  و  واحد، نقطه ي  داخل مثلث تغییر مکان می دهد. کدام عدد براي مجموع فواصل نقطه 
ي  از سه رأس مثلث، مورد قبول است؟

 (1 (2 (3 (4
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1212٫51314
43NMMN

2
3

5
7

5
6

5
3

ABCAMAMBAMCABACD

E
DE

BC
AM

BC

ME

MC

ME

CE

AD

AB

685DD′DD′

195
14

102
7

120
7

124
7

3 − , 32√2 + 2√M

M

5 − 2√44 2√8



B

C

A
O

P

A
B

 

x

y

دبیرستان علامه حلی تهران هندسه2| سراسري - خارج از کشور 2

13. در مثلثی به طول اضلاع  و  و  واحد، فاصله ي نقطه ي تلاقی میانه   ها از دورترین رأس آن کدام است؟

 (1 (2 (3 (4

14. مثلثی با معلوم بودن دو میانه ي  و  و ضلع  قابل رسم است. اندازه ي  کدام عدد می تواند باشد؟
 (1 (2 (3 (4

15. از نقطه  واقع در خارج دایره اي به شعاع  واحد، دو مماس  بر دایره رسم شده است. اگر فاصله نقطه  تا نزدیکترین نقاط

دایره  باشد، فاصله مرکز دایره از وتر  کدام است؟

 (1 (2 (3 (4

16. در شکل مقابل    و   کمان  چند درجه است؟
 (1 (2
 (3 (4

17. بیشترین فاصله ي نقطه ي  تا یک دایره، سه برابر شعاع دایره است. از این نقطه قاطع  نسبت به دایره رسم شده است. اگر کمان 
برابر  درجه باشد، اندازه ي  چند برابر شعاع دایره است؟

 (1 (2

 (3 (4

18. دو دایره به شعاع هاي  و  واحد مماس داخلی هستند. چند وتر به طول  در دایره ي بزرگ تر می توان رسم کرد که بر دایره ي
کوچک تر مماس باشند؟

 (1 (2 (3 (4

19. دو نقطه ي ثابت  و  و نقطه متحرك  سه رأس مثلث اند، اگر  ،   و نیمساز زاویه ي  همواره از نقطه ي ثابتی
مانند  ، بگذرد فاصله ي  از نقطه ي  چقدر است؟

 (1 (2 (3 (4

، در نقطه ي تماس، کوچک ترین ضلع را به  قطعه تقسیم می کند. نسبت آن 20. دایره ي محاطی داخلی یک مثلث به طول اضلاع  و  و 
دو قطعه کدام است؟

 (1 (2

 (3 (4

21. ذوزنقه متساوي الساقین به طول قاعده هاي  و  واحد بردایره اي محیط است، کوتاهترین فاصله راس ذوزنقه تا نقاط دایره چند واحد

است؟

 (1 (2 (3 (4

22. کدام تبدیل زیر ایزومتري است؟
 (1 (2

 (3 (4
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23. کدام یک از تبدیل هاي زیر، ایزومتري است؟
 (1 (2
 (3 (4

24. دو خط متقاطع  و  و پاره خط  در صفحه ي آنها مفروض است. براي رسم پاره خطی موازي و مساوي  که دو سر آن بر روي این

 
دو خط باشد، کدام تبدیل هندسی به کار می رود؟

4) تجانس3) دوران2) انتقال1) بازتاب
25. بازتاب خط  نسبت به نقطه ي  ، خط  است.   کدام است؟

 (1 (2 (3 (4

26. در یک صفحه، دو دایره به شعاع هاي متفاوت در نقطه ي  متقاطع اند. با استفاده از کدام تبدیل می توان از نقطه ي  خطی گذراند که در
این دو دایره، وترهاي مساوي ایجاد کند؟

4) بازتاب نسبت به نقطه3) بازتاب نسبت به خط2) دوران  درجه1) انتقال
27. در صفحه اي خط  و دو نقطه ي  و  در یک طرف خط مفروض اند. براي یافتن نقطه اي بر روي خط  که مجموع فاصله هاي آن از دو

نقطه ي  و  کمترین مقدار را داشته باشند، کدام تبدیل هندسی به کار می رود؟
4) تجانس3) دوران2) انتقال1) بازتاب

و زاویه  چنددرجه است؟  ، 28. در شکل مقابل ، 
 (1 (2
 (3 (4

29. دوران یافته ي خط  تحت زاویه ي  به مرکز دوران   خط  است. معادله ي خط تصویر  تحت انتقال 
 کدام است؟

 (1 (2 (3 (4
و سه راس از مثلث قائم الزاویه اند.مساحت مجانس این مثلث به مرکز تجانس مبدا مختصات و نسبت تجانس  ، 30. نقاط

 کدام است؟

 (1 (2 (3 (4
31. فقط یک جفت صفحه ي موازي هم می توان یافت به طوري که هر یک از این دو صفحه شامل یکی از خطوط مفروض  یا  باشد، این دو

خط کدام وضع را دارند؟
4) متنافر3) متقاطع2) موازي1) واقع در یک صفحه

32. خط  در خارج صفحه مثلث  است. ضلع  موازي خط  است. چند صفحه می توان بر خط  گذراند که نقاط  از
آن صفحه، به یک فاصله باشند؟

 (1 (2 (3 (4
33. دو خط  ,  و نقطه ي  خارج آن دو خط مفروض اند. صفحه ي  گذرنده بر نقطه ي  و خط  است،    ، الزاماً کدام

نتیجه گیري درست است؟
1)  ,  متنافرند

2) خطی گذرنده بر  هر دو خط  و را قطع نمی کند.
3) فقط یک خط گذرنده بر  هر دو خط  ,  را قطع می کند.

4)  ,  موازي اند.
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34. هر یک از دو خط متنافر  و  با صفحه ي  متقاطع اند. صفحه ي دوم شامل خط  و موازي خط  ، صفحه ي سوم شامل خط 
و موازي خط  مشخص شده اند. تعداد فصل مشترك هاي دو به دوي این سه صفحه کدام است؟

 (1 (2 (3 (4
35. خط  و صفحه ي  حداقل در دو نقطه مشترك اند، فاصله ي نقطه ي  از صفحه ي  و خط  به ترتیب  و واحد است. چند خط از

نقطه ي  متقاطع با  می گذرد که با صفحه ي  زاویه ي  درجه بسازد؟
4) نشدنی3) بی شمار2) دو1) یک

36. خط   صفحه ي مثلث  را تنها در نقطه ي برخورد میانه هاي مثلث قطع می کند، چند صفحه می توان بر خط   گذراند که رأس 
هاي این مثلث از آن صفحه به یک فاصله باشند؟

4) نشدنی3) بی شمار2) 1) 
و عمود بر صفحه ي  باشد؟      37. خط   با کدام شرایط می تواند موازي صفحه ي 

 (1 (2 (3 (4
38. اگر هر سه صفحه ي متمایز بر صفحه ي  عمود باشند، آن  گاه فصل  مشترك هاي دوبه  دوي این سه صفحه ي متمایز، کدام وضعیت را

نمی پذیرد؟
4) متقاطع3) موازي2) منطبق1) فصل مشترك ندارند.

39. دو خط  و  مفروضاند. اگر فقط یک جفت صفحات موازي هم  و  بتوان یافت، به طوري که   و  ، آنگاه 

 
و  نسبت به هم چگونه اند؟

4) عمود بر هم3) متقاطع2) موازي1) متنافر
40. در یک متوازي الاضلاع با زاویه  درجه و اندازه اضلاع  ، محل تلاقی نیمسازهاي داخلی، راس هاي یک چهارضلعی است، مساحت

این چهارضلعی حاصل چند برابر  است؟

 (1 (2 (3 (4

 
41. مربع  به ضلع   واحد، مفروض است. شعاع دایره ي گذرا بر دو راس   و  و مماس بر ضلع   کدام است؟

 (1 (2 (3 (4

42. در مثلث  ضلع  را از هر دو طرف، به اندازههاي  و  امتداد میدهیم. مرکز دایره

 
محیطی مثلث  ، بر روي کدام جزء مثلث  است؟

BC 1) عمود منصفBC 2) میانه نظیر ضلعBC 3) ارتفاع وارد بر ضلعA 4) نیمساز داخلی زاویه
43. در مثلث متساويالساقین   نقطه  در امتداد  مرکز دایرهاي است که در نقطه  بر ضلع  مماس است و

 
امتداد  این دایره را در  قطع کرده است. مثلث  چگونه است؟

 
2) قائمالزاویه1) متساويالساقین  

4) غیر مشخص3) قائمالزاویه و متساويالساقین
44. در یک مستطیل اندازه اضلاع  و  واحد است. مساحت چهار ضلعی حاصل از برخورد نیمسازهاي داخلی این مستطیل، کدام است؟

 (1 (2 (3 (4

45. در مثلث  ارتفاع  و نیمساز داخلی  رسم شده است. اندازه ي  کدام است؟

 (1 (2 (3 (4

، عمودمنصف هاي دو ضلع مقابل  و  در نقطه  متقاطع اند. اگر  باشد، کدام نابرابري 46. در چهارضلعی 
همواره صحیح است؟

 (1 (2
 (3 (4
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، میانه ي  و نیمساز داخلی  رسم شده است. کدام نامساوي همواره درست است؟ 47. در مثلث 
 (1 (2 (3 (4

48. در مثلث  زاویه ي  ، نیمساز زاویه ي  و عمود منصف ضلع  در نقطه ي  متقاطع اند.  و   پاي عمود هایی است
که از نقطه ي  به ترتیب بر   و  رسم شده اند، کدام نابرابري درست است؟

 (1 (2 (3 (4

 
، چگونه است؟ 49. در شکل روبهرو، نقطه M روي نیمساز خارجی زاویه  است. نسبت  

1) بزرگتر از 
2) کمتر از 
3) برابر با 

4) غیر مشخص
50. چهارضلعی  محاط در یک دایره است. اگر  دورترین وتر و  نزدیک ترین وتر نسبت به مرکز این دایره باشند، کدام رابطه

بین زاویه ها ممکن است برقرار نباشد؟
 (1 (2 (3 (4

51. چهار ضلعی  محیط بر یک دایره است. اگر  کوچکترین ضلع آن باشد، کدام نابرابري، همواره درست است؟
 (1 (2 (3 (4

52. ذوزنقۀ متساوي الساقین بر دایره اي به شعاع  محیط است. اگر نسبت قاعده هاي این ذوزنقه  باشد، مساحت آن کدام است؟

 (1 (2 (3 (4

53. دو صفحه ي موازي هم و نقطه ي  به فاصله هاي  و  واحد از دو صفحه در بالاي هر دو قرار دارد، مکان هندسی نقاطی که از دو صفحه
به یک فاصله و از نقطه ي  به فاصله ي  واحد باشند، کدام است؟

4) پاره خط به طول3) دایره اي به شعاع  2) پاره خط به طول 1) دایره اي به شعاع 

54. در مثلثی به اضلاع  و  و  واحد نیمساز کوچکترین زاویه ي خارجی آن، بزرگترین ضلع مثلث را قطع می کند. مساحت مثلثی که در خارج
مثلث اصلی تشکیل می شود چند برابر مساحت مثلث اصلی است؟

 (1 (2 (3 (4

، نیمسازهاي دو زاویه  و  دو ضلع دیگر این مثلث را در  و  55. در مثلث  ، ضلع  و میانه  
قطع می کنند. اندازه  کدام است؟

 (1 (2 (3 (4
56. در مثلث ABC داریم  و  ، نقاط D و 'D پاي نیمسازهاي داخلی و خارجی زاویه A است. مقدار  

  ، کدام است؟
 (1 (2 (3 (4

57. در شکل رو به رو،  محل تلاقی ارتفاع هاي مثلث  است. زاویه ي  برابر کدام است؟
 (1 (2
 (3 (4
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O CÂA OD̂



A

B C
D

M

A
B

P

A

B
D

M
C

C

B

B
M C

AO
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58. در شکل مقابل، مماس  بر دایره با وتر  از دایره برابرند، اگر کمان  برابر  درجه باشد، زاویه ي  چند درجه است؟
 (1 (2
 (3 (4

59. دو دایره متقاطع در نقطه  مشتركاند. خط گذرا بر  دو دایره مفروض را در  و  قطع میکند. مماسها بر هر دایره در  و  در
نقطه  متقاطعاند. در مثلث  با چرخش خط قاطع، کدام جزء ثابت میماند؟

3) مساحت2) محیط1) 
 

4) زاویه  
60. نزدیکترین نقطه از دایره به شعاع  واحد تا نقطه مفروض  برابر  واحد است. قاطع  نسبت به دایره طوري رسم شده است که 

 
 اندازه  چقدر است؟ 

 (1 (2
 (3 (4

، با مماس مشترك خارجی این دو دایره، کدام وضعیت را 61. دو دایره نامساوي به مرکزهاي  و  مماس خارجاند. دایرهاي به قطر 

 
دارد؟

1) متقاطع
 
4) نامشخص3) متخارج2) مماس 

، کدام است؟ ، با معلوم بودن ضلع  و ارتفاع   و زاویه ي  ، قابل رسم است. بیشترین مقدار  62. مثلث 
 (1 (2 (3 (4

، با معلوم بودن ضلع  ، میانه ي  و زاویه ي  . فاصله ي مرکزهاي دو دایره ي تعیین 63. در رسم مثلث 
کننده ي راس  ، کدام است؟

 (1 (2 (3 (4

64. در مثلث متساوي الساقین، اندازه ي ارتفاع وارد بر قاعده  و شعاع دایره ي محاطی داخلی آن  واحد است، طول قاعده ي این مثلث، کدام
است؟
 (1 (2 (3 (4

، دایره اي در  و  بر ساق ها مماس است. اگر  و ارتفاع  باشد، شعاع این دایره، 65. در مثلث 

 
کدام است؟

 (1 (2 (3 (4

66. در مثلث  نقطه  وسط ضلع  و  نیمساز زاویه  است. دایره محیطی مثلث  رسم شده است. نسبت  

برابر کدام است؟
 (1

 (2

 (3

 (4

، برابر کدام است؟   67. در دایرهاي به شعاع  وتر  مماس بر دایرهاي به قطر  رسم شده است. مقدار 
 (1 (2
 (3 (4

ACABDMB
⌢

222C

21∘22∘

23∘24∘

AABCBC

MMBC

MABMĈ

5P8PAB

PA−AB = 2AB

56
79

OO′OO′

ABCBC = 8AH = h=Â 80∘
h

4 sin 40∘4 cos 40∘4 tan 40∘4 cot 40∘

ABCBC = 12AM = 8=Â 60∘

A

3√232 3√
83

10121416
(AB = AC)ABCBCBC = 6AH = 4

3٫253٫53٫754٫5

ABCMBCADAADM
BB′

CC′

1
AB

AC
AB′

AC′
DB

DM

OABCOAMC ×MB

MO
2MA

2

OA
2MA ⋅MO



A

CB
D

E

O

x

3 4

6
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68. اندازه مماس مشترك خارجی دو دایره به شعا ع هاي  و  واحد برابر  واحد است. خط المرکزین این دو دایره چند واحد است؟

 (1 (2 (3 (4

69. در دو دایره متقاطع به مراکز O,  و شعاع هاي  و  واحد، فاصله نقطه تلاقی دو دایره از وسط  برابر  می باشد، اندازه

مماس مشترك محدود به دو نقطه تماس این دو دایره چند واحد است؟
 (1 (2 (3 (4

70. دو دایره به شعاع هاي  و  واحد مماس برون اند. از مرکز دایره کوچک تر، مماس بر دایره بزرگ تر رسم می کنیم. طول این قطعه مماس
چقدر است؟

 (1 (2 (3 (4

 
71. در یک ذوزنقه محیط بر دایره، طول خط واصل بین وسط هاي دو ساق آن  واحد است. محیط ذوزنقه، کدام است؟

 (1 (2 (3 (4
72. نقطه ي O مرکز ثقل مثلث متساوي الاضلاع ABC است و  ، کدام بیان نادرست است؟

 (1 (2
 (3 (4

، تحت دوران  در جهت مثلثاتی حول مبدأ مختصات دایرة  است. اندازة مماس ، به مرکز  و شعاع  73. دوران یافتۀ دایرة 

 
مشترك داخلی این دو دایره، کدام است؟

 (1 (2 (3 (4

74. تصویر دایره ي  به مرکز  و شعاع  واحد، تحت تبدیل  دایره ي  است. طول مماس مشترك خارجی
این دو دایره، کدام است؟

 (1 (2 (3 (4

75. در شکل مقابل اندازه  چند واحد است؟

 (1

 (2

 (3
 (4

76. تصویر دو نقطه ي  و  را تحت تبدیل  نقاط  و  می نامیم. زاویه ي بین دو

خط  و  ، چند درجه است؟
 (1 (2 (3 (4

، از نقطه اي با کدام مختصات، می گذرد؟ ، تحت تبدیل   77. تصویر خط به معادله ي  
 (1 (2 (3 (4

، تحت دوران حول مبدا به اندازه ي  در جهت مثلثاتی خط  است. معادله ي تبدیل یافته ي 78. تصویر خط  به معادله ي 

خط  ، تحت انتقال  ، کدام است؟
 (1 (2 (3 (4

14615

12 2√7 6√1718

O′34OO′O
1
2

O′

42 5√2 6√5

410٫5

84 5√4 6√10

12
36444648

BD = CE

OE = ODOD⊥BE

E D = 120Ô ∘A C = 120Ô ∘

C(−2, 3)
5
2

3π
2

C′

12√3√2

C(1, 2)1T (x,y) = (3x, 3y)C′

32 3√43 2√
x

3 2√
2 5√
2 6√

5

A(2, 4)B(−6, 2)D(x,y) = (− y, x+ 1)
1
2

1
2

A
′

B′

ABA
′
B′

30∘60∘90∘180∘

2x+ 3y = 6T (x,y) = (2y− 1,x+ 3)

(−3, 2)(1, −1)(5, 0)(7, 0)

Δ3x+ 2y = 6π

2
Δ′

Δ′T (x,y) = (x− 3,y+ 1)

3y− 2x = 123y− 2x = 152y− 3x = 83y+ 2x = 9
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79. تبدیل یافته ي خط به معادله ي  ، تحت دوران به مرکز مبدأ مختصات و زاویه ي دوران  در جهت مثلثاتی، خط مفروض
را با کدام مختصات قطع می کند؟

 (1 (2 (3 (4

80. معادله تصویر خط  تحت تجانس به مرکز  و نسبت  به صورت  است،  کدام است؟
 (1 (2 (3 (4

81. تصویر خط به معادله ي   را تحت تجانس با نسبت   و مرکز مبداء مختصات، خط   می نامیم. معادله دوران یافته خط  

، تحت زاویه ي   حول مبداء مختصات، کدام است؟
 (1 (2 (3 (4

، 82. نقطه ي  را حول نقطه ي  به اندازه ي  در جهت مثلثاتی دوران می دهیم. مختصات دوران یافته ي نقطه ي 

 
کدام است؟

 (1 (2 (3 (4
83. با استفاده از کدام تبدیل هندسی، داخل مثلث مفروض می توان مربعی محاط کرد. که یک ضلع آن بر روي ضلع مثلث و دو رأس دیگر بر روي

 
دو ضلع این مثلث قرار گیرند؟

4) تجانس3) انتقال2) بازتاب1) دوران
84. در یک مکعب مستطیل، با امتداد تمام یال ها، هر یال با چند یال دیگر، متنافر است؟

 (1 (2 (3 (4

 
85. عکس کدام قضیه در فضا برقرار است؟

عمود است. 1) اگر دو خط  و  موازي باشند، آنگاه هر خط عمود بر  بر خط 
2) اگر خطی لااقل با یک خط از صفحه اي موازي باشد، آنگاه آن خط با صفحه ي مفروض موازي است.

3) اگر دو صفحه ي  و  موازي باشند، آنگاه فصل مشترك هاي صفحه ي  با آن دو صفحه موازي اند.
4) اگر دو صفحه  و  موازي باشند، آنگاه بر روي دو خط متقاطع پاره خط هاي متناسب ایجاد می کنند.

، 86. دو صفحۀ متقاطع  و  و نقطۀ  در خارج هر دو صفحه مفروض اند. تعداد صفحات  گذرا بر نقطۀ  و متقاطع با صفحه هاي  و 
فاقد نقطۀ مشترك این سه صفحه، کدام است؟

4) بی شمار3) نشدنی2) دو1) یک
87. اگر دو خط    و  بر خط  عمود باشند،  و  نسبت به هم چگونه اند؟

4) داخل یک صفحه3) عمود بر هم2) موازي1) غیر مشخص
88. نقطه ي  در خارج صفحه مثلث  است. صفحه ي گذرا بر  را طوري تعیین کنید، که نقاط  و  و  از آن به یک فاصله باشند.

تعداد این نوع صفحات کدام است؟
 (1 (2 (3 (4

89. نقطه ي  و خط  در خارج صفحه ي  مفروض اند، در کدام حالت فقط یک خط گذرنده بر نقطه ي  موازي صفحه ي  و متقاطع با
خط  ، وجود دارد؟

 (1 (2
4) صفحه ي گذرنده بر  و  موازي صفحه ي 3) 

90. صفحه ي  و خط   و نقطه ي  مفروض هستند. اگر صفحه ي گذرا بر نقطه ي  و خط  را  بنامیم، در کدام حالت، رسم خط گذرا از
، غیرممکن است؟ نقطه ي  و متقاطع با خط  و موازي صفحه ي 

 (1 (2
 (3 (4

2y−x = 590∘

(5, 5)(− , )
5
3

5
3

(1, 3)(−3, 1)

y+ 2x = 3(1, 4)2y+ax = bb

−1015

2x+y = 6
3
2

Δ

Δ90∘

2y−x = 92y−x = 42y−x = −92y−x = −4

A(4, 0)O (2, −1)′3π
2

A

(3, −3)(3, −2)(2, −3)(2, −4)

2345

dd′dd′

PQR

PQ

PQARA PQ

ΔΔ′DΔΔ′

ABCDADCB

1234
OdPOP

d

d ⊂ Pd||P

d∩P ≠ ∅OdP

PdAAdQ

AdP

Q∩P ≠ ϕ,d ∥ PQ∩P = ϕ,d ∥ P

Q∩P ≠ ϕ,d P∥Q∩P = ϕ,d P∥
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،  و  غیر واقع در یک راستا و خط  غیرموازي با صفحه این سه نقطه مفروض هستند. تعداد صفحات موازي  که هر 91. سه نقطه ي 
سه نقطه ي مفروض از آن به یک فاصله باشند، کدام است؟

 (1 (2 (3 (4
: d و گذرنده از P موازي باشد، هر صفحه ي غیرموازي با P با صفحه ي d 92. اگر خط

2) الزاماً عمود بر P می باشد.1) می تواند عمود بر d باشد.
4) الزاماً فصل مشترکی با P و موازي با d دارد.3) الزاماً فصل مشترکی با P و عمود بر d دارد.

93. نقطه ي  به فاصله ي  واحد از صفحه ي مفروض  داده شده است. چند خط راست داخل صفحه ي  می توان رسم کرد که فاصله ي 
از آن خطوط برابر  باشد؟

4) بی شمار3) 2) 1) 
94. دو نقطه ي  و  و خط  غیر واقع بر یک صفحه ي مفروض اند. می خواهیم نقطه اي بر خط  طوري بیابیم، که از دو نقطه ي مفروض  و

 
 به یک فاصله باشند. در حالت  تعداد جواب ها چگونه است؟

2) الزاماً فاقد جواب1) جواب منحصر به فرد
4) فاقد جواب یا بیشمار جواب3) الزاماً بیشمار جواب

95. چهار نقطه غیر واقع در یک صفحه مفروض اند. صفحه اي غیر موازي با صفحات گذرا بر سه نقطه ي مفروض، چنان بیابید که هر  نقطه از آن
صفحه به یک فاصله باشند، تعداد این صفحات کدام است؟

 (1 (2 (3 (4
، در کدام حالت، بی شمار جواب 96. نقطه ي  و خط  و صفحه ي  مفروض اند، در رسم خطی گذرا بر  و عمود بر  و موازي صفحه ي 

 
دارد؟
 (1 (2 (3 (4

97. دو خط متنافر  و  و نقطه ي  مفروض اند. می خواهیم از نقطه ي  خطی بگذرد و بر هر دو خط  و  عمود باشد. تعداد جواب، کدام
است؟

4) یک جواب یا فاقد جواب3) بی شمار جواب2) همواره یک جواب1) فاقد جواب

ABCΔΔ

1234

M4PPM

5
124

ABddA

Bd⊥AB

4

1234
AdPAdP

d ∈ Pd ∥ Pd⊥Pd∩P ≠ ϕ

dd′AAdd′



1 2 3
2 2 2

مستطیل
عرض مستطیل

طول مستطیل
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1.گزینه 3
با توجه به اشکال زیر و استدلال استقرایی ، تعداد مثلث هاي مورد نظر برابر عدد مربع کامل است. پس فقط با  مثلث می توان چنین

 
کاري کرد.

 

 
           
       

2.گزینه 2
، زیرا بنابر قضیه ی خطوط موازی  می باشد. �س  با توجه به شکل داريم 

 در نتيجه چهارضلعي  محاطي است.

P

Q N

M

11

2 2

 
از تلاقی نیمسازهاي داخلی مستطیل به اضلاع  و  مربعی به ضلع  ایجاد می شود. 3.گزینه 2

 

a

b
مساحت مربع    ضلع مربع

 
در مستطیلی به اضلاع  و  ، محل تلاقی نیمسازهاي داخلی ، مربعی به ضلع  است که مساحت آن برابر است با: 4.گزینه 1

5.گزینه 2
می دانیم از برخورد نیمسازهاي داخلی متوازي الاضلاع به اضلاع   و ، همواره یک مستطیل به وجود می آید. اگر  زاویه ي بین دو

 
ضلع مجاور متوازي الاضلاع باشد، طول و عرض مستطیل از رابطه ي   و  به دست می آید. داریم:

 
 

 

توجه کنید که زاویه ي بزرگ تر، مقابل به ضلع بزرگ تر است. حال با توجه به این که نیمساز، ضلع مقابل را به نسبت اضلاع کناري 6.گزینه 2
خود تقسیم می کند، پس   و  می باشد و در نتیجه:

A

DB C

7 8

7 8 xx

α α

M  

 
  

 
 و از طرفی   می باشد، پس: 

می دانیم در هر مثلث، نیمساز داخلی یک رأس، ضلع مقابل را به نسبت اضلاع کناري تقسیم می کند. از طرفی می دانیم نیمسازهاي 7.گزینه 3
سه رأس یک مثلث همرأس اند. با توجه به شکل، به وضوح دیده می شود که بلندترین نیمساز، بر کوچک ترین ضلع وارد می شود. بنابراین مطلوب

سؤال طول  است، داریم:

25 = 52

⋯

= = 90°Q̂ N̂+ = 901̂ 2̂
+ = 180°Q̂ N̂MNPQ

ab|b−a|
2√

2

= = = 24٫5( )7
2√

2
49
2

= = ⇒
|b−a|

2√

15 − 8
2√

ab
|b−a|

2√

S = ( = = 12٫59 − 4
2√

)2 25
2

b(a ≠ b)aθ

|a− b| sin
θ

2
|a− b| cos

θ

2
a = 9 , b = 5 , θ = 60∘

S = 2 × 2 = 43√ 3√⇒

⎫
⎭⎬
⎪
⎪

|9 − 5| sin = 4 × = 2
60∘

2
1
2

|9 − 5| cos = 4 × = 2
60∘

2
3√

2
3√

BD = 7xDC = 8x

7x+ 8x = 12 ⇒ x = = ⇒
12
15

4
5

⎧
⎩
⎨
⎪⎪⎪⎪
⎪⎪⎪⎪
BD =

28
5

DC =
32
5

BM = MC = 6

MD = BM −BD = 6 − = = 0٫4
28
5

2
5

OB
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3

1
1

3
HA

B

C

OH

 

 

 
 می دانیم نقطه تلاقی نیمسازهاي مثلث یعنی  از اضلاع مثلث به یک فاصله است و این فاصله برابر شعاع دایره محاطی مثلث است.

اگر نیمساز زاویه ي  را رسم کنیم و قطعات ایجاد شده بر ضلع  ،  و  باشند، آن گاه چون نیمساز، ضلع مقابل را به نسبت 8.گزینه 1
اضلاع تقسیم می کند، خواهیم داشت  و  . از طرفی چون مثلث  متساوي الساقین است، پس  خواهد

شد. هم چنین می دانیم اگر  نیمساز زاویه ي  در مثلث  باشد، آن گاه:

Byx

A

C
97

== 97 k
7

α α
α k

kD
 

 
 

 
9.گزینه 2  نیمساز زاویه ي  در مثلث  است و در نتیجه ضلع  را به نسبت اضلاعِ زاویه ي  تقسیم می کند، یعنی داریم:

N

D

M
y

x

4

3

A B

C
x

  

 
 توجه کنید: 

 
10.گزینه 4

  عکس قضیه ی تالس 
A

B C

D E

M
α
αβ

β

 
همواره در یک مثلث کوچک ترین زاویه روبروي کوچک ترین ضلع است. از طرفی نیمسازهاي داخلی و خارجی، ضلع مقابل را به  11.گزینه 3

 
نسبت اضلاع کناري تقسیم می کنند (مطابق شکل). بنابراین:

DD B C

A

86
αα

ᵦ
ᵦ

x
8 y

6 y
x6 8

 

 
  

اگر  نقطه اي دلخواه درون مثلث به طول اضلاع  باشد، مجموع فواصل نقطه ي دلخواه   از سه رأس آن، در نامساوي 12.گزینه 3

 
زیر صدق می کند:

 

بنابراین با توجه به اضلاع مثلث ارائه شده، یعنی  و  ، داریم:

⋆ : OH = r = = = = 1S

P

(3)(4)
1
2

3 + 4 + 5
2

6
6

O H : O = B +O = 9 + 1 = 10 ⇒ OB =B
Δ

B2 H2 H2 10
−−√

: (⋆)O

ABCxy

x = 7kx = 9kADCAD = CD

ADAABC

A = AC ⋅AB−CD ⋅DB ⇒ = 7 × 9 − (7k)(9k) ⇒ 49 + 63 = 63D2 (7k)2
k2 k2

⇒ 112 = 63 ⇒ = ⇒ k = ⇒ BC = x+y = 16k = 16( )= 12k2 k2 9
16

3
4

3
4

DNDADCACD

= ⇒ = =
AN

NC

DA

DC

x

y+x

3
4

− →−−−−−−−−
ترکیب در مخرج x

y+x+x

3
4 + 3

= ⇒ x =− →−−−−−−−−−−−−

فیثاغورس

y+2x=AC=5 (⋆) x

5
3
7

15
7

MN = y = AC − 2x = 5 − 2( ) ⇒ MN =
15
7

5
7

: (⋆)

AC = = = 5A +DD2 C2− −−−−−−−−−√ +32 42− −−−−−√

} = ⇒ DE||BC
=AE

EC
AM
MC

=AD
BD

AM
MB

− →−−−−−−
BM=MC AE

EC

AD

BD
→ =

DE

BC

AD

AB

⎧
⎩⎨
⎪
⎪

6x+ 8x = 5 ⇒ x =
5

14
8y− 6y = 5 ⇒ y =

5
2

D = 6y+ 6x = 6( ) + 6( ) = 15 + =D′ 5
2

5
14

15
7

120
7

Ma, b, cM

< MA+MB+MC < a+ b+ c
a+ b+ c

2
3 − , 32√2 + 2√



 

B

C

A
O 27°71°x y 
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که از بین اعداد ارائه شده، فقط   در این نامساوي صدق می کند.
13.گزینه 4

 

دورترین رأس نسبت به نقطه  ي  ، رأس  است و در نتیجه جواب مسأله  است. براي اطمینان اندازه  ي  را نیز به

دست می آوریم. می دانیم  ، بنابراین:

A

B C

MN

H

G

 

 

 
مثلث  با معلوم بودن سه ضلع قابل رسم است، پس باید:   14.گزینه 3

A

B CM

G2 m b
=

3
8

2
a

1
2 m a

3=

 

 
  

در گزینه ها تنها قابل قبول است.

 
از  به مرکز  وصل می کنیم تا دایره را در  قطع کند در این صورت  نزدیکترین نقطه دایره تا  است. 15.گزینه 3

 

O

B

A

MNK

 

 
 

 
با توجه به اندازه هاي روي شکل داریم: 16.گزینه 1

 

از  به مرکز  وصل می کنیم تا دایره را در نقاط  و  قطع کند در این صورت  بیشترین فاصله نقاط دایره تا  است،  17.گزینه 2

 
داریم:

P

A
B

RRR

R 60°
60°

DOC

 

 
   

 
از طرفی مثلث متساوي الساقین است و زاویه ي رأس آن  است، پس متساوي الاضلاع نیز هست یعنی  ، بنابراین:

وترهاي به طول  که در درون دایره اي به شعاع  رسم می شوند، همگی بر دایره اي به شعاع  و هم مرکز با دایره ي فوق 18.گزینه 3
مماس اند، زیرا در مثلث قائم الزاویه ي داریم:

< MA+MB+MC < 3 + 2 + + 3 −
3 + 2 + + 3 −2√ 2√

2
2√ 2√

⇒ 4 < MA+MB+MC < 8
4 2√

AH = = = 12 ⇒ AG = AH = 8A −BB2 H2− −−−−−−−−−
√ −132 52− −−−−−−√ 2

3
GAAG = 8BG = CG

GH = AH = 41
3

BG = = ⇒ BG = CG = < 8B +GH2 H2− −−−−−−−−−√ +52 42− −−−−−√ 41
−−√

BGM

GM = = 3,BG = = 81
3
ma

2
3
mb

8 − 3 < < 8 + 3 ⇒ 10 < a < 22a
2

a = 15
MONNM

MN = 4 − 42√
MO = MN +R = 4 − 4 + 4 = 42√ 2√

: O = OK ×OM ⇒ = OK × 4 ⇒ OK = 2OAM
△

A2 42 2√ 2√

⇒ x =

⎧
⎩⎨
⎪⎪⎪
⎪⎪⎪

=
x+y

2
71∘

=
x−y

2
27∘

98∘

PODCPCP

{PC = 3R ⇒ PD+ 2R = 3R ⇒ PD = R

PA ⋅PB = PD ⋅PC ⇒ PA(PA+AB) = (R)(3R)

OAB60∘
AB = R

PA(PA+R) = 3 ⇒ P +PA(R) − 3 = 0R2 A2 R2

Δ = + 12 = 13 ⇒ PA = = ( − 1)RR2 R2 R2 −R+ R13−−√

2
1
2

13−−√

4 6√51
OAB



O O
221
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A B

O

2 6
1 5

 

 
  

حال این دایره ي به شعاع  بر دایره به شعاع  مماس خارج خواهد شد. چون این دو دایره مماس خارج هستند، سه مماس مشترك دارند که

 
جواب هاي مسأله می باشند.

19.گزینه 3
رأس  روي کمان در خور  وابسته به ضلع  است نیمساز زاویه ي  همواره از وسط کمان  می گذرد.

 
پس نقطه ثابت مورد نظر  وسط کمان  است.

 
اگر از  عمود  را بر  وارد کنیم آنگاه  نصف می شود پس  از طرفی  داریم:

30° 30°

1
H

A

B C

D  

 

 
می دانیم مماس هاي رسم شده از هر نقطه بر دایره با هم برابرند. داریم: 20.گزینه 1

x

y

x

y

z

z

9

13

8

 

 
 

 
بنابراین ،  و  می باشد. در نتیجه  

21.گزینه 3

 
درذوزنقه متساوي الساقین محیط بردایره به شعاع  قطر دایره واسطه هندسی بین دو قاعده است. یعنی  داریم:

 

AB

C D

O

R

M
N 3
3

32
6

32
3  

 
  

 
از طرفی اگر از  به مرکز  وصل کنیم تا دایره را در  قطع کند آنگاه  کوتاهترین فاصله ي  تا دایره است.

در مثلث   داریم   پس:

22.گزینه 3

) و انتقال در امتداد بردار  است چون هر دو تبدیل ایزومتري است لذا ترکیب آن ها ایزومتري تبدیل فوق ترکیب یک دوران (
است. 

روش اول: 23.گزینه 1

O = O −A ⇒ O = 25 − 24 = 1 ⇒ OA = 1A2 B2 B2 A2

12

A60°BCABC

(D)BC

DDHBCBCBH = 3= =B1^ DAC^ 30∘

: = ⇒ BH = BD ⇒ 3 = BD ⇒ BD = 2BDH
Δ

BDH^ 60∘ 3√

2
3√

2
3√

2 (x+y+z) = 30 ⇒ x+y+z = 15
x+y = 8
x+z = 9
y+z = 13

⎫
⎭⎬⇒

⊕

x = 2y = 6z = 7

= =
x

y

2
6

1
3

R4 = AB×CDR2

= 3 × ⇒ R = 4R2 32
6

AONANA

OMAO = + ⇒ OA = 5A2 R2 32

AN = OA−R = 1

T (x,y) = (−y+ 2,x− 1)

90∘
(2, −1)



A

B

B´
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می توان دو نقطه ي فرضی مانند  و  که فاصله ي آن ها اکنون  است را تحت اثر این نگاشت ها تبدیل نمود و فاصله ي آن 

 
ها را بعد از تبدیل بررسی کرد:  

 
ق ق 

 

 
  

 

 
  

 

 

 
روش دوم: 

 
نکته: هرگاه در تبدیل،  یا  (یا هر دو) ضریب عددي غیر از  بپذیرند، تبدیل ایزومتري نیست. 

24.گزینه 2
 مطابق شکل �ک نقطه از خط  مثل  را با بردار  انتقال می دهیم تا به نقطه ی  برسیم و از آن جا خطی

موازی  رسم می کنیم تا خط  را در نقطه ی  قطع کند. حال نقطه ی  را با بردار  انتقال می دهیم تا

نقطه ی  واقع بر خط  حاصل می شود. اکنون �اره خط  همان �اره خطی است که دو سر آن روی دو خط

متقاطع  و  واقع است و موازی و مساوی  نیز می باشد (زیرا چهارضلعی  متوازی الاضلاع

است). توجه کنید که دوران ممکن است شیب خط و تجانس ممکن است طول �اره خط ها را تغییر دهد و به همین

دلیل گز�نه های  و  از ابتدا به راحتی حذف می شوند.

 

d
A

M B

´

´

N
´ A

Bd

 
می دانیم فاصله ي مرکز تقارن از دو خط یکسان است. 25.گزینه 2

 
از طرفی فاصله ي نقطه ي  از خط  برابر    است. پس:

 

 

26.گزینه 4
 اگر دایره ی کوچک تر را نسبت به نقطه ی  (نقطه ی تقاطع دو دایره ی کوچک و بزرگ) بازتاب دهیم، دایره ی خط چین به

دست می آ�د. واضح است که  زیرا نقطه ی  بازتاب نقطه ی  نسبت به مرکز  است. از طرفی 

وتری از دایره ی بزرگ تر است. بنابراین از نقطه ی  خطی گذشته (خط  )که در دو دایره ی بزرگ و کوچک، وترهای

مساوی جدا کرده است (وتر  در دایره ی کوچک = وتر  در دایره ی بزرگ). �س گز�نه ی  (�عنی بازتاب نسبت

 به نقطه ی  ) ما را به مقصود رسانده است.
27.گزینه 1

ابتدا بازتاب  را نسبت به خط  به دست مي آوريم تا  به دست آيد سپس  را به  وصل مي کنيم تا  را در 

قطع کند. در اين صورت  مينيمم است.
A

A´

B

M
d

 
نکته: این مسأله یک سؤال تاریخی و قدیمی است به نام مسأله هرون در صفحه.

نقطه ي  دوران یافته ي نقطه ي  حول نقطه ي  است (زاویه دوران  ) 28.گزینه 4

A(0, 0)B(1, 1)2√

1){ ⇒ =
D(0, 0) = (0, 3)

D(1, 1) = (−1, 4)
+ (−112 )2− −−−−−−−−√ 2√

2){ ⇒ = ,D(0غ ق ق 0) = (0, 0)

D(1, 1) = (−1, 2)
+12 22− −−−−−√ 5√

3){ ⇒ = ,D(0غ ق ق 0) = (1, 0)

D(1, 1) = (2, 2)
+12 22− −−−−−√ 5√

4){ ⇒ = 1 ,D(0غ ق ق 0) = (0, 0)

D(1, 1) = (1, 0)
+12 02− −−−−−√

xy1

d′A′ABB′

d′dMMBA

Nd′MN

dd′ABM NB′A′

34

A( , )x0 y0ax+ by+ c = 0
a + b + c∣∣ x0 y0 ∣∣

+a2 b2− −−−−−√

→ =

x− 2y− 4 = 0
x− 2y+ 6 = 0
A( , ) = A(2,a)x0 y0

⎫
⎭⎬
⎪
⎪

|2 − 2a− 4|

+ (−212
)2− −−−−−−−−√

|2 − 2a+ 6|

+ (−212
)2− −−−−−−−−√

→

⎧
⎩⎨
⎪⎪⎪
⎪⎪⎪

−2 = 8 → −2 = 8−2a −2a غ ق

−2 − 2a = −(8 − 2a) → 4a = 6 → a =
3
2

A

AB = AB′B′BAAB′

ABB′

ABAB′(4)

A

AdA′A′BdM

MA+MB

CBA50∘



A( (,17
C ( (,35

B( (,1 -1

y

x

 

A

B

C

M
N

d

OP

d
P d( (

P

1P

P2

Δ 1

Δ2

D
D

2

A

O H3

2

Δ

4

P
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نقطه ي  دوران یافته ي نقطه ي  حول نقطه ي  است (زاویه دوران  )

) بنابراین زاویه ي بین  و  برابر  است بنابراین  پس پاره خط  دوران یافته ي  حول نقطه ي  است. (زاویه دوران 
  است.

29.گزینه 1
ضابطه ي دوران  درجه به مرکز مبدأ به صورت  است.

 
 

 
  تحت دوران   

 
  تحت انتقال 

 
باید مساحت مثلث را بدست آورده در  آن را ضرب کنیم 30.گزینه 1

 
مثلث  در رأس  قائمه است زیرا شیب  عکس قرینه ي یکدیگرند.

 
 

31.گزینه 4
دو خط متنافر هستند. در غیر این صورت فقط یک جفت صفحه موازي هم شامل هر کدام از آنها وجود ندارد.

دو صفحه جواب است یکی صفحه اي که موازي مثلث  و شامل خط  است. یکی صفحه اي که از اوساط دو ضلع  32.گزینه 1
 گذشته و شامل خط  است.

33.گزینه 2
صفحه ي گذرنده از  و  یعنی صفحه ي  اگر خط  را در یک نقطه قطع کند یک خط با این شرایط وجود دارد ولی چون صفحه ي  با

خط  موازي است پس خطی با این شرایط وجود ندارد.

صفحات دوم و سوم یعنی  و  موازي هم خواهند شد و در نتیجه این سه صفحه کلاً دوبه دو داراي  فصل مشترك  و  34.گزینه 3
خواهند شد.

بر صفحه ي  منطبق است و مطابق شکل فاصله ي پاي وقتی خط  و صفحه ي  حداقل در دو نقطه مشترك اند یعنی خط  35.گزینه 1

 
دو عمود  است.

 
 
 
 

از طرفی خطوطی که از  می گذرند و با صفحه ي  زاویه ي  می سازند، صفحه ي  را در دایره اي به شعاع 

 قطع می کنند که مرکز آن دایره، نقطه ي  پاي عمودي است که از  بر صفحه ي  رسم می شود.

DEA50∘

CDBEA50∘
BECD50∘

α = 130∘

90∘
R(x,y) = (−y,x)

{ ⇒{−y = x′

x = y′
y = −x′

x = y′

→ (− ) − 2 = 3 ⇒ + 2 + 3 = 0x′ y′ x′ y′y− 2x = 3 →

→ ( − 1) + 2( + 2) + 3 = 0 ⇒ + 2 + 6 = 0x′′ y′′ x′′ y′′+ 2 + 3 = 0 →x′ y′

1
4

ABCCBC,AC

= AC ×BC = ( )( ) = 8S
ABC

Δ
1
2

1
2

8√ 32
−−√

= × 8 = 2S
A′B′C′Δ

1
4

ABCΔ

AC,ABΔ

dOPd′P

d′

P2P32Δ1
Δ2

ΔPΔP

2 3√

AP30∘
P

2 3√OAP



A

O
2 4

P
R Δ

2 3
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A

O
2 4

P
R

300

بنابراین خطوطی که از  می گذرند و با صفحه ي  زاویه ي  می سازند در یک نقطه خط  را قطع خواهند کرد.
 

چهار دسته صفحه وجود دارد که فاصله ي آن صفحات از سه رأس مثلث دلخواه   به یک اندازه است. اگر و و به 36.گزینه 4
ترتیب وسط هاي اضلاع  و و باشند، دسته صفحات گذرنده از خطوط  و  و  داراي فاصله ي یکسان از سه رأس

مثلث هستند. با توجه به این که نقطه ي  ، محل تلاقی میانه ها از هیچ یک از سه دسته صفحه ي بیان شده نمی گذرد، بنابراین این سه دسته

 
صفحه داراي شرایط لازم نیستند.

دسته ي چهارم که در آن، فاصله ي سه رأس مثلث از آن صفحات برابر باشد، صفحات موازي با صفحه ي شامل مثلث   است. این صغحات
موازي نیز نمی توانند شامل خط    باشند، چون آن صفحات را قطع می کند. بنابراین هیچ صفحه اي با شرایط این مسأله وجود ندارد.

37.گزینه 1

 
 اگر دو صفحه ی  بر هم عمود باشند هر خط عمود بر  با  موازی است.

 
 P

Q
Δ

 
مطابق شکل هاي زیر فقط گزینه ي ( ) ممکن نیست و در نتیجه پاسخ تست است.   38.گزینه 4

 
PPP

( )گزینه ي ( )گزینه ي ( گزینه ي (
مطابق شکل مقابل اگر  و  متنافر باشند، فقط یک جفت صفحه می توان از  و  عبور داد که با هم موازي باشند. توجه 39.گزینه 1

کنید که اگر دو خط موازي هم باشند، بیشمار جفت صفحه موازي هم و اگر دو خط متقاطع (یا عمود برهم) باشند، فقط یک صفحه منحصر به فرد

 
(و نه جفت صفحه) از خطوط  و  می گذرد.

P

P

d

d

، مستطیلی به اضلاع   نکته: در حالت کلی نیم سازهاي داخلی متوازي الاضلاعی به اضلاع  و  و زاویه ي بین  40.گزینه 2

و   می سازند.

a

a2
600

 

 
مثلث  محاط در دایره است، لذا مجهول شعاع دایره ي محیطی مثلث  است. 41.گزینه 2

R = = 216 − 4
− −−−−√ 3√

AP30∘Δ

ABCA′B′C′

BCACABA′B′B′C′A′C′

G

ABC

Δ

Q,PQP

4

321
DD′DD′

DD′

abθ|a− b| cos
θ

2

|a− b| sin
θ

2
S = (2a−a sin 30° cos 30°)2

S = ⇒ = =a2 3√

4
S

a2 3√

a2 3√

4
a2 3√

1
4

ABEABE



 دو مثلث ABD و  متساوی الساقین هستند در ضمن می دانیم مرکز دایره محیطی مثلث 

AD نقطه تلاقی عمود منصف های اضلاع آن می باشد. فرض کنیم عمود منصف  های اضلاع 

و AE همد�گر را در نقطه  ی O قطع کنند. در این صورت نقطه ی O محل تلاقی نیمسازهای زوا�ای

خارجی B و C در مثلث ABC نیز می باشد. بنابراین O روی نیمساز داخلی زاو�هی A قرار دارد.

A

B C

O

ED

 

90-x

O

C

A

B D

90-x

x
1
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4

4

2

20
20

A B

CD E

  

 
نکته: شعاع دایره ي محیطی مثلثی که یک ضلع و زاویه ي مقابل آن معلوم است، از رابطه ي    قابل محاسبه است.

42.گزینه 4

شعاع  بر ضلع  عمود است از طرفی مثلث  متساويالساقین میباشد  پس اگر  43.گزینه 2
 آنگاه   در نتیجه    بنابراین مثلت  قائمالزاویه است و   

44.گزینه 4

 مطابق شکل از برخورد نیمسازهای داخلی �ک مستطیل به اضلاع a و b، �ک مربع به ضلع   به دست می

 
آ�د. مساحت این مربع برابر   است. باتوجه به دادههای سؤال، مساحت مربع �د�د آمده برابر است با:

 

 

 
بنابر رابطه ي طولی در مثلث قائم الزاویه ي  داریم:  45.گزینه 1

 

B

3
A

C
DH

4

 

 
 

 
 
ترکیب در مخرج

 
 نیمساز

 

اگر  نقطه ي تلاقی عمود منصف هاي  و باشد با توجه به عکس قضیه ي لولا داریم : 46.گزینه 3

R =
AB

2 sin Ê

R =
a

2 sinα

A E 16 = 20 + 20 − 2(20) cos ⇒ cos = ⇒ sin =B
Δ

− →−−−−−−−−−−−−
طبق قضیه ي کسینوس ها

Ê Ê
3
5

Ê
4
5

R = = = 2٫ 5AB

2 sin Ê

4

2( )4
5

ACE

ADE

OBABOBD(OB = OD)

O B = O D = xD̂ B̂= = −xCBA^ BCA^ 90∘= −xĈ1 90∘
OCD

=Ô1 90∘

|a− b|
2√

2

S =
(a− b)2

2

S = = = 18
(11 − 5)

2

2
36
2

ABC

B = A +A = 9 + 16 = 25 ⇒ BC = 5C2 B2 C2

A = BH ⋅BC ⇒ = 5BH ⇒ BH =B2 32 9
5

= ⇒ = ⇒ BD =
BD

BC

3
7

BD

5
3
7

15
7− →−−−−−−AD ⇒ = =

BD

DC

AB

AC

3
4

HD = BD−BH = − =
15
7

9
5

12
35

MABDC
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M

C

D

A B

 

 
  

47.گزینه 4
 در هر مثلث  اگر  ارتفاع و  نیمساز و  میانه باشد آنگاه همواره 

 
.

A

B H D M C

48.گزینه 1

 
 ابتدا مثلثی رسم می کنیم که  باشد:

 
 A

1

B

C

B
2

B
2 3
2M

N

D

 
 -  عمود منصف ضلع  است پس ( ) است.

 
 -  نیمساز درونی  است پس دو مثلث قائم الزاویه ي  و  همنهشت هستند. پس:

 

 
از مقایسه ي  و   نتیجه می گیریم که:

  

 
از طرفی  است، پس حتما ضلع مقابل  بزرگتر از ضلع مقابل   می باشد:

  

 
با توجه به رابطه ي  به جاي  ،  می گذاریم:

49.گزینه 1
 در امتداد ضلع  نقطهی  را طوری انتخاب میکنیم تا  باشد در این صورت دو

Aمثلث  و  به حالت (ضزض) همنهشت میشوند �س  دار�م.
M

B C

D

1
2

 

 
بنابراین:  

می دانیم وتري که از مرکز دایره دورتر باشد بزرگتر است و بالعکس. داریم: 50.گزینه 4

 
 گز�نه ها را بررسی می کنیم:

 
A

B

C

D

 
پس گزینه ي  صحیح است.

B C,A D : ⇒ B C > A DM
Δ

M
Δ ⎧

⎩⎨
⎪
⎪

MB = MA

MC = MD

BC > AD

M̂ M̂

ABCAHADAMAH < AD < AM

<Ĉ Â

1MDABIMA = MB

2BDBNBDMBD

(II)BN = BM

(I)(II)

(∗)AM = BM = BN

<Ĉ ÂÂĈ

< ⇒ <Ĉ Â AB 
2BM

↓

BC 
BN+CN

↓

∗BMBN

2BN < BN +CN → BN < CN

ACDAD = AB

AMDAMBMD = MB

C D : CD < MD+MC ⇒ CA+AD < MD+MC CA+AB < MB+MCM
Δ

− →−−−−−−−
AD=AB

MD=MB

> 1MB+MC

CA+AB

= = > = =D̂
ABC
⌢

2
+AB

⌢
BC
⌢

2
+AB

⌢
AD
⌢

2
BAD
⌢

2
Ĉ

1
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پس گزینه ي  صحیح است.

 

 
پس گزینه ي  صحیح است.

 
51.گزینه 4  در چهار ضلعی محیطی وقتی   لذا براي برقراري شرط بالا باید 

 
  

A B

C

D

1
2

1
2

 

 
 

52.گزینه 4
A B

CN

M

D

3

3

O
H 

 

 

 

53.گزینه 1
 با توجه به فرض مسئله،  دو صفحه ی مورد نظر به فاصله ی  واحد از هم قرار دارند. مکان هندسی نقاطی که از

این دو صفحه به �ک فاصله باشند،  صفحه ای مانند  موازی آن دو صفحه و به فاصله ی  از آن هاست.
Q

3

3

 
هم چنین مکان هندسی نقاطی از فضا که به فاصله ي  از نقطه ي  قرار دارند، کره اي به مرکز  و شعاع  است. با توجه به شکل پایین

از تقاطع صفحه ي  و این کره، دایره اي به دست می آید. اگر  قطر و  مرکز این دایره باشد، آن گاه در مثلث قائم الزاویه ي 

 
داریم:    

Q
A B

P
H

 

 
 

پس مکان هندسی مورد نظر، دایره اي به شعاع  است.

= = > = =B̂
ADC
⌢

2
+AD

⌢
DC
⌢

2
+AD

⌢
AB
⌢

2
BAD
⌢

2
Ĉ

2

= = > = =Â
BCD
⌢

2
+BC

⌢
CD
⌢

2
+AD

⌢
CD
⌢

2
ADC
⌢

2
B̂

3
AB+DC = BC +ADAB < ADBC < DC

DC −BC = ⇒ DC −BC > 0AD−AB  
>0

⇒ DC > BC

⇒
: AB < AD ⇒ <ABD

Δ
D̂1 B̂1

: BC < DC ⇒ <BDC
Δ

D̂2 B̂2
+ < + → <D̂1 D̂2 B̂1 B̂2 D̂ B̂

= , r =
AB

CD

1
3

3√

B C = , BH = , CH = , H =Ô 90∘ AB

2
CD

2
90∘

⇒ O = BH ×CH ⇒ = ×H2 ( )3√ 2 AB

2
CD

2

⇒ ⇒ AB× 3AB = 12
⎧
⎩⎨
⎪
⎪
AB×CD = 12

= ⇒ CD = 3ABAB

CD

1
3

⇒ AB = 2 , CD = 6 ⇒ S = = = 8(AB+CD) ×MN

2
(2 + 6) × 2 3√

2
3√

6
Q3

10PP10
QABHPAH

PA = 10 ,  PH = 5 + 3 = 8    AH = = 6→ P −PA
2

H2− −−−−−−−−−√

6
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54.گزینه 2

 
بزرگترین زاویه روبه رو به بزرگترین ضلع است و زاویه ي خارجی آن از همه کوچک تر است.

B

A

CD H

5
3 h

x

6  

 
  نیمساز خارجی

 
  

55.گزینه 3
 شکل زیر را در نظر بگیر�د.

 

A

B

C

P Q

M3 3

 
در مثلث  ، پاره خط  نیم ساز زاویه ي  است، پس

 

 
در مثلث  ، پاره خط  نیم ساز زاویه ي  است، پس

 

 
از روابط ( ) و ( ) نتیجه می شود که:

 

 
چون  ، پس با توجه به نتیجه ي قضیه ي تالس داریم:

  یا   

در نتیجه

 

56.گزینه 3
  در نقاط D و 'D ضلع BC (و امتدادش) را قطع  مطابق شکل، نیمسازهای داخلی و خارجی 

  بر هم عمودند و در نتیجه در مثلث قائم میکنند. در ضمن نیمسازهای داخلی و خارجی 

الزاو�ه 'ADD رابطه   برقرار است.

A

B D C D

 
قضیه نیمسازها را براي نیمسازهاي داخلی و خارجی   به کار میگیریم:

  : نیمساز داخلی  

AD ⇒ = ⇒ = ⇒ x = 9DC

DB

AC

AB

x

x+ 6
3
5

= = = =
S
ADC

Δ

S
ABC

Δ

AH ×DC
1
2

AH ×BC
1
2

DC

CB

9
6

3
2

AMBPMM

= ⇒ = (1)
BP

AP

BM

AM

BP

AP

5
3

BMCQMM

= ⇒ = (2)
BQ

QC

BM

CM

BQ

QC

5
3

12

(1), (2) ⇒ = = PQ||AC
BP

AP

BQ

QC

5
3

− →−−−−−
عکس تالس

PQ||AC

= =
BP

BA

BQ

BC

PQ

AC
= =

BA

BP

BC

BQ

AC

PQ

= = = + = + 1 = + 1 = ⇒ =
AC

PQ

BA

BP

AP +BP

BP

AP

BP

BP

BP

AP

BP

3
5

8
5

AC

PQ

8
5

⇒ = ⇒ PQ = = 3٫75
6
PQ

8
5

30
8

Â

Â

A +AD = DDD2 ′2 ′2

Â

AD → = = = ⇒ DC = 3DC

DB

AC

AB

1
3

− →−−−−−−−−
ترکیب در مخرج DC

DB+DC  
BC=12

1
4

Â
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 نیمساز خارجی  

 
در چهار ضلعی  دو زاویه  مقابل  مکمل یکدیگر هستند، پس داریم : 57.گزینه 4

 
، داریم:  با توجه به فرض، مثلث  متساوي الساقین است، پس  58.گزینه 3

 
A

B C
D

M  

 
 

 
کمان  برابر  است، پس:

59.گزینه 4
 از نقاط  و  به نقطهی تلاقی دوم دو دایره �عنی  وصل میکنیم.

 
 

M

N

CB A

PP

1
2

21

2
1

 

 
از طرفی در مثلث  داریم:

 

مقدار ثابت  از 

 
اگر  را  در نظر بگیریم آنگاه از فرض نتیجه می گیریم  حال از رابطه طولی در دایره استفاده کرده،  داریم:  60.گزینه 3

 

A
B

P
M

N
x +x 2

5 5 8

 

 
 

 
 

61.گزینه 2
 فرض کنیم دو دایرهی  و  مماس بیرونی باشند و  باشد دایره به مرکز 

  را رسم میکنیم اگر  مماس مشترک خارجی دو دایرهی  و  باشد از   و شعاع 

وصل میکنیم. O به نقطهی  وسط 

T
M

T

OoR+R
2

R+
R

2

موازي  و   پس  شعاع دایره به در ذوزنقهي  باتوجه به قضیهي میان خط نتیجه میگیریم 

 
مرکز   است و بر  عمود است بنابراین  بر دایره به قطر  مماس میباشد.

A → = = = ⇒ C = 6D′ CD′

BD′
AC

AB

1
3

− →−−−−−−−−
تفضیل در مخرج CD′

B− CD′ D′  
BC=12

1
2

D′Â

⇒ D = DC + C = 9 ⇒ A +AD = DD = 81D′ D′ D2 ′2 ′2

HO CH ′

}⇒ ⇒ A D =
H + =ÔH

′
Ĉ 180∘

A D+H =Ô ÔH
′ 180∘

A D =Ô Ĉ

= =Ĉ ADO^ AB
⌢

2

⎫
⎭⎬
⎪⎪
⎪⎪ Ô ADO^

ABC=B̂ Ĉ

    = 2   (∗)

⎧

⎩
⎨
⎪⎪⎪⎪⎪
⎪⎪⎪⎪⎪

= B̂محاطی
AD
⌢

2

=Ĉ
−AB

⌢
AD
⌢

2

− →−−−
=B̂ Ĉ

AB
⌢

AD
⌢

DMB
⌢

222∘

= 360 − 222 = 138BAD
⌢ ∘ ∘ ∘

⇒ + = 138     3 = 138 ⇒ = 46 ⇒ = = = 23AB
⌢

AD
⌢ ∘ −→−

(∗)
AD
⌢ ∘ AD

⌢ ∘ Ĉ B̂
AD
⌢

2
∘

BCN

+ = + = + = − (1)N̂1 N̂2
AB
⌢

2
AC
⌢

2
B̂1 Ĉ1 180∘

M̂

BNC

+ = − ( + ) = − ( + ) = − N̂1مقدار ثابت N̂2 180∘
B̂2 Ĉ2 180∘ APN

⌢

2
A NP ′
⌢

2
180∘

⇒ − = − مقدار ثابت ⇒ =180∘
M̂ 180∘

M̂(2) , (1)

ABxPA = x+ 2
(2x+ 2)(x+ 2) = 8 × 18
(x+ 1)(x+ 2) = 8 × 9

+ 3x− 70 = 0 ⇒ (x− 7)(x+ 10) = 0 ⇒ x = 7 ⇒ AB = 7x2

C(O,R)( , )C′ O′ R′R > R′

O′′R+R′

2
TT ′CC′

O′′MTT ′

OTT ′O′MO′′OTM =O′′ R+R′

2
MO′′

O′′TT ′TT ′OO′



4

A

BC

O
H

3
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62.گزینه 4
 نکته: هر مثلث قابل محاط شدن در دایره است و بیشترین ارتفاع  در این مثلث برابر است با مجموع شعاع دایره محیطی

. و فاصله ی مرکز تا ضلع 

α

A

O

B CH

 

فاصله  ي مرکزهاي دو دایره، در واقع فاصله ي مرکز دایره ي کمان در خور تا وسط پاره خط  است که از رابطه ي  63.گزینه 4

 
  قابل محاسبه است.

60°
A

B C

O

O
H

 

 

64.گزینه 2

CB H xx

A

yy 8

2x  

 
: می دانیم

 
 

و این یعنی اضلاع مثلث قائم الزاویه ي  ، اعداد فیثاغورسی هستند. پس:
 قاعده 

65.گزینه 3

 
باتوجه به رابطهي طولی در دایره داریم. 66.گزینه 1

AH

BC

= OH +R = + = cot = 4 cothmax
a

2 tanα

a

2 sinα

a

2
α

2
40∘

BC

OH =
a

2| tanα|

OO = OH = = = 2′ BC

2| tan |60∘
12

2 × 3√
3√

r = → 3 =
S

P

× 2x× 81
2

(2x+ 2y)
1
2

→ = 3 → 5x = 3y → =
8x
x+y

x

y

3
5

ABH
Δ

= 2x = 12x = 6 , y = 10 →

C = OH ×AHH2

9 = OH × 4 ⇒ OH =
9
4

O = OH ×OAC
2

= × (4 + ) = → R = 3٫ 75R2 9
4

9
4

225
16



 

T

OO
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   نیمساز

67.گزینه 2
 اگر از نقطهی  به نقاط  و  وصل کنیم در این صورت زاو�هی M قائمه خواهد بود زیرا محاطی روبرو به قطر

 
میباشد چون  عمود بر وتر  است �س  دار�م:

B
M C

AO

D

68.گزینه 3

 

بنابر فرض  پس مثلث  قائم الزاویه است،  پس وتر  در این مثلث قائم الزاویه برابر  69.گزینه 3

 
 می باشد. اندازه ي مماس مشترك خارجی در این دو دایره برابر است با:

 

T
T

OO

A

M

 

 
 
 

 
دو دایره مماس بیرونی هستند پس  و در مثلث قائم الزاویه  داریم: 70.گزینه 4

 
 

 

71.گزینه 4
- در هر ذوزنقه می دانیم �اره خطی که اوساط ساق ها را به هم وصل می کند، میانگین دو قاعده است (با توجه به تالس)  

 
 

12

A B

D C

M N

 
- در هر  ضلعی محیطی می دانیم مجموع دو ضلع مقابل با هم برابر است:

 
پس محیط ذوزنقه برابر  است.

72.گزینه 2
 اولاً  ، ثانیاً  ، �س می توان نتیجه گرفت که نقاط A و B به ترتیب دوران �افته ی

نقاط C و A نسبت به نقطه ی O و زاو�ه ی  هستند. �عنی �اره خط   دوران �افته ی �اره خط CA نسبت به نقطه ی

O و زاو�ه ی  است چون دو مثلث ABE و CAD همنهشت بوده و جهت آن ها �کی است، می توان نتیجه گرفت که

دوران �افته ی هم نسبت به نقطه ی O و زاو�ه ی  هستند و لذا  و  .

A

CB
D

E

O

: دوران حول مبدأ و به زاویۀ  73.گزینه 1

} = (1)
B ×BA = BD×BMB′

C ×CA = CM ×CDC′ − →−−−−−−
BM=CM B ×BAB′

C ×CAC′
BD

CD

AD = (2)− →−−−−−−
قضیه نیمساز BD

CD

AB

AC

(2) , (1) ⇒ = 1BB′

CC′

MOA

OMADMA = MD

MB×MC = MA×MD MB×MC = M− →−−−−−−−
MA=MD

A2

T =T ′ − (r−d2 r′)2− −−−−−−−−−−√
15 = ⇒ 225 = − 64 ⇒ = 289 ⇒ d = 17− (14 − 6d2 )2− −−−−−−−−−−√ d2 d2

AM = O
1
2

O′OAO′OO′

= 5+32 42− −−−−−√
T = = = 2T ′ O − (R−O′2 R′)2− −−−−−−−−−−−−−√ 25 − 1

− −−−−√ 6√

O = 10٫5 + 4 = 14٫5O′O TO′

O T : O = O − = − = (14٫5 − 10٫5)(14٫5 + 10٫5)O
′Δ

T2 O 2′ O
′
T2 14٫52 10٫52

⇒ O = 4 × 25 ⇒ OT = 2 × 5 = 10T2

1

MN = = 12 ⇒ AB+CD = 24AB+CD

2
24

AD+BC = AB+CD = 24
2 × 24 = 48

OA = OB = OCA B = A CÔ Ô

120∘AB

120∘

120∘OE = ODE D = 120Ô ∘

3π
2
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تصویر مرکز دایره  مرکز دایره

 
همچنین در دوران که یک تبدیل ایزومتریست، شعاع دایره و تصویر یکسان است. پس:

 

تبدیل داده شده یک تجانس است. پس دایره ي  به مرکز  و شعاع  واحد به دایره ي به مرکز   و شعاع  74.گزینه 3

 
واحد تبدیل می شود. داریم:

 
 مماس مشترك خارجی

75.گزینه 3
  
 

 

x

3 4

6
y

 

 
ابتدا مختصات دو نقطه ي  و  را به دست می آوریم . 76.گزینه 3

 

77.گزینه 4

 
در معادله جایگزین می کنیم:

 

 
که فقط گزینه ي ( ) روي این خط قرار دارد.

می توانیم مختصات دو نقطه از خط  را انتخاب کرده، دوران   و انتقال را اعمال کنیم و سپس تصویر نقاط را در 78.گزینه 2

 
گزینه ها امتحان کنیم.

 

 
  و   در خط  صدق می  کنند.

 
ضابطه ي دوران به مرکز مبدأ مختصات و زاویه ي  به صورت  است، داریم: 79.گزینه 4

(x,y) (y, −x)− →−−−−

α=
3π
2

O(−2, 3) → (3, 2)O′

= R =R1 5
2

⇒ O = = =O
′ +(3 − (−2))

2
(3 − 2)

2− −−−−−−−−−−−−−−−−√ 25 + 1
− −−−−√ 26

−−√

= = = = مماس مشترك داخلی1 TT ′ O −O
′2 (R+ )R1 2− −−−−−−−−−−−−−√ 26 − ( +

5
2

5
2

)2
− −−−−−−−−−−−√ 26 − 25

− −−−−−√

C(1, 2)1C′(3, 6)3

d = O = = = 2O′ +(3 − 1)
2

(6 − 2)
2− −−−−−−−−−−−−−√ 4 + 16

− −−−−√ 5√
T = = = 4T ′ −d2 (r− )r′ 2− −−−−−−−−−−√ (2 −5√ )2 (3 − 1)

2− −−−−−−−−−−−−−√

= 4(4 +y) ⇒ 36 = 4(4 +y) ⇒ y = 562

= 3(3 + 5) ⇒ x = = 2x2 24−−√ 6√

A
′

B
′

{ ⇒
= D(A) = (−2, 2)A

′

= D(B) = (−1, −2)B
′

⎧
⎩
⎨
⎪⎪⎪⎪
⎪⎪⎪⎪

= = −4mA
′
B′

2 + 2
−2 + 1

= = =mAB
4 − 2
2 + 6

2
8

1
4

⇒ × = −1 ⇒ AB ⊥mAB mA
′
B′ A

′
B

′

⎧
⎩⎨
⎪
⎪

= 2y− 1 ⇒ y =x′ + 1x′

2
= x+ 3 ⇒ x = − 3y′ y′

2 − 6 + = 6 ⇒ 4 − 12 + 3 + 3 = 12 ⇒ 4 + 3 = 21y′ 3 + 3x′

2
y′ x′ y′ x′

4
3x+ 2y = 6π

2

A(0, 3) (−3, 0) (−6, 1)− →−−

R π
2

−→
T

A′

A(2, 0) (0, 2) (−3, 3)− →−−

R π
2

−→
T

B′

A
′

B′3y− 2x = 15
90∘R(x,y) = (−y,x)
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 جایگذاري در معادله
در بین گزینه ها، تنها نقطه ي  روي خط (*) قرار دارد.

 
اگر  تجانس یافته   با نسبت  و مرکز  باشد داریم: 80.گزینه 2

 
 

A

A

M

´

   

 

81.گزینه 1

  : ضابطه تجانس با نسبت   و مرکز مبدأ مختصات

 
تبدیل یافته ي خط   تحت تبدیل   به صورت زیر به دست می آید:

 

  : ضابطه دوران تحت زاویه   حول مبدأ مختصات

 
تبدیل یافته ي خط   تحت تبدیل   به صورت زیر به دست می آید:

 

 
ابتدا مختصات نقطه ي  را در دستگاه جدید (با مبداء  ) بازنویسی می کنیم. 82.گزینه 1

  

 
تصویر را تحت دوران  بدست می آوریم.

  

 
مجددا مختصات  را در دستگاه قدیم بازنویسی می کنیم.

پاره خط  را موازي  رسم می کنیم روي  مربع  را بنا می کنیم. از  به نقاط  و  وصل کرده 83.گزینه 4

 
امتداد می دهیم تا  را در  و  قطع کنند.

 در نقاط  و  عمودهایی بر  خارج می کنیم تا  و  را در  و  قطع کنند. در این

صورت  مجانس مربع  بمرکز  خواهد بود �س  مربع مورد نظر

است.

 

M N

M N´ ´F E

B
´F ´E

C

A

84.گزینه 3
مطابق شکل می توان گفت که هر �ال مانند  با  �ال مانند  و  و  و  متنافر است.

 
 

A B

C
D

B´

C´
D´

A´

R(x,y) = ( , ) ⇒{x′ y′ −y = ⇒ y = −x′ x′

x = y′

⇒ 2(− ) − = 5 ⇒ 2 + = −5 (∗)x′ y′ x′ y′⇒

(−3, 1)

A′ ∣

∣
∣
x′

y′A
∣

∣
∣
x

y
2M

∣

∣
∣
1
4

= 2 ⇒ −M = 2(A−M)MA′
− →−−

MA
− →−

A′

⇒ = 2A−M = 2(x,y) − (1, 4) ⇒ = (2x− 1, 2y− 4)A′ A′

{ ⇒ ⇒
2x− 1 = x′

2y− 4 = y′

⎧
⎩⎨
⎪
⎪
x =

+1x′

2
y =

+4y′

2
: + 2( ) = 3d′ +4y′

2
+1x′

2

⇒ + 2 = 0 {y′ x′ − →−−−−−−−−−−
y+ax=b مقایسه با a = 2

b = 0

(x,y) = ( x, y) = ( , ) ⇒T1
3
2

3
2

x′ y′
⎧
⎩⎨
⎪
⎪
x =

2
3 x′

y =
2
3 y′

k =
3
2

d : 2x+y = 6T1

2( ) + ( ) = 6 ⇒ 2 + = 9 ⇒ Δ : 2x+y = 92
3
x′ 2

3
y′ x′ y′

(x,y) = (−y,x) = ( , ) ⇒{T2 x′ y′ x = y′

y = −x′90∘

Δ : 2x+y = 9T2
2( ) + (− ) = 9 ⇒ 2 − = 9 ⇒ : 2y−x = 9y′ x′ y′ x′ d2

AO ′

: → (2, 1)A
′ X = x−α = 4 − 2 = 2
Y = y−β = 0 − (−1) = 1 A

′

A′3π
2

[ ][ ]= [ ]0
−1

1
0

2
1

1
−2

(1, −2)

→ (3, −3)
x = X+α = 1 + 2 = 3
y = Y +β = −2 + (−1) = −3

MNBCMNMNEFAEF

BCE′F ′

E′F ′BCACABN ′M ′

M ′N ′E′F ′MNEFAM ′N ′E′F ′

AD4BB′CC
′

A
′
B′C

′
D′



D
Δ
Δ

Δ

Δ

D
Δ

Δ

D

دو خط موازیند دو خط متنافرند دو خط متقاطعند

A

B
NM

EC D

A

B

C D

A

N

E D

B
M

C

1 2 3 4
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M
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N
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E
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85.گزینه 1
86.گزینه 4

با توجه به ویژگی هاي سؤال، صفحۀ  از  می گذرد و  ,  را قطع می کند و نباید سه صفحه نقطۀ مشترك داشته باشند. به این ترتیب باید 
 ,  ,  دو به دو متقاطع باشند. پس بی شمار صفحه از  می گذرد که با  ,  دو به دو متقاطع باشند.

 
87.گزینه 1

 
 
 

 
پس وضعیت دو خط نامشخص است.

صفحهاي که از  موازي صفحه مثلث  رسم میشود جواب است و در مرحلهي بعد صفحههایی که از نقطهي  و وسط 88.گزینه 4

 
هاي دو ضلع مثلث  میگذرند، جواب هستند که تعداد آنها سه میباشد و در مجموع چهار صفحه وجود دارد.  

 

اگر خط  با صفحه ي  متقاطع باشد، آن گاه از  صفحه ي  را موازي  رسم می کنیم تا خط  را فقط در نقطه ي  89.گزینه 3

 
قطع کند. در این صورت  تنها خطی است که از  گذشته و خط  را قطع کرده و با  موازي است.

بررسی سایر گزینه ها: گزینه ( ) با فرض در تناقض است و گزینه ي ( ) اگر صفحه شامل  و   موازي  باشد، مسأله بی شمار جواب دارد و

 
در غیر این صورت جواب ندارد و در گزینه ي ( ) مسأله همواره بی شمار جواب دارد.  

90.گزینه 1

Q

d d

P

A

B

در حالتی که دو صفحه ي  و  متقاطع باشند، فصل مشترك این دو صفحه را  می نامیم. اگر خط  موازي صفحه ي  باشد حتما با خط 

 
 هم موازي است.

در این حالت هر خطی که از نقطه ي  بگذرد و خط  راقطع کند حتما صفحه ي  را روي نقطه اي واقع بر خط  مانند  قطع خواهد کرد

 
و حالت موازي بودن این خط با صفحه ي  غیر ممکن است.

تذکر: در گزینه ي  شرایطی نوشته شده که یکدیگر را نقض می کنند چرا که می دانیم وقتی دو صفحه ي  و  با هم موازي باشند هر خطی

 
که در  باشد حتما با  موازي است و نمی تواند آن را قطع کند.

 
پس گزینه ي  نمی تواند شرایط مناسب یک فرض را فراهم کند.

با انتخاب نقاط وسط دو ضلع مثلث، می توان از آنها صفحه اي به موازات  گذراند. این صفحه پاسخ مسأله است. اما به سه طریق 91.گزینه 3
می توان وسط دو ضلع از مثلث را انتخاب کرد. (یعنی در مثلث   وسط اضلاع  و  یا   و   یا  و  را می توان

انتخاب نمود) بنابراین مسأله   جواب دارد.
) غیرموازي با صفحه ي  است. پس حتماً با آن متقاطع است. اگر  فصل مشترك چون صفحه ي گذرا از  (صفحه ي  92.گزینه 4

، لذا صفحه ي  که از  گذشته و با صفحه ي  متقاطع است،  را در صفحات  و  باشد، طبق یکی از قضایاي کتاب درسی، چون  

 
) درست است. یک خط موازي  قطع می کند،  پس  ،  یعنی گزینه ي (

RAPQ

PQRAPQ

ABCDA

BCD

dPOP
′

PdA

OAOdP

12OdP

4

QPd′dP

d′

AdPd′B

P

4PQ

QP

4
Δ

ABCABACABBCACBC

3
dQPΔ

PQd||PQdPP

dΔ||d4



P

M
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3
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فرض کنید  یکی از خطوط باشد، پس مثلث  قائم الزاویه است. حال به مرکز  و شعاع  واحد در صفحه ي دایره اي 93.گزینه 4
رسم کرده، حال هر خط در صفحه که بر این دایره مماس باشد، جواب است.

94.گزینه 4
 میدانیم مجموعه نقاطی که از دو نقطه مفروض  و  به �ک فاصله اند، صفحه

عمود منصف �ارهخط  است که هم از نقطه وسط  می گذرد و هم بر �اره

خط  عمود است.

P

xA B

d

P

xA B

d

بی شمار جواب ),فاقد جواب d P ( d( P d P (

، در نتیجه خط  یا به تمامی در این صفحه قرار دارد و یا در از آنجا که تمام خطوط این صفحه عمود منصف بر  عمود است و 

 
خارج این صفحه بوده و با آن موازي است. پس این سؤال یا بی شمار جواب دارد یا فاقد جواب است.

95.گزینه 3

 
 با این چهار نقطه �ک هرم مثلث القاعده ا�جاد می شود.

 می دانیم اگر صفحه ای از وسط �ک �اره خط عبور کند دو سر �اره خط از آن صفحه به �ک فاصله هستند مطابق شکل صفحه هایی که از وسطهای

چهار �ال این هرم به صورت زیر عبور می کنند جواب های این تست هستند که تعداد آنها  می باشد.
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Q

P

Q

P

براي آنکه از نقطه ي   بی شمار خط موازي صفحه بگذرانیم باید صفحه اي موازي  از نقطه ي   بگذرانیم. 96.گزینه 3

P

P

d

A

 
خط  را بر صفحه ي  در نظر می گیریم تا بر تمام خطوط این صفحه عمود باشد.

دو صفحه ي موازي  و  که به ترتیب هر یک شامل خطوط  و  است، نقطه ي  خارج از این دو صفحه را در نظر می  97.گزینه 2
گیریم. تنها یک خط از نقطه ي  عمود بر این دو صفحه می گذرد این خط بر دو خط  و  عمود است زیرا می دانیم هرگاه خطی بر صفحه اي

 
عمود باشد، بر تمام خطوط آن صفحه عمود است.
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