
 
نکته : اگر  و  بترتیب تصویر و قرینه  نسبت به  باشند آنگاه  16. گزینه 3

a

ba

a

α
 : طبق فرض

 

17. گزینه 3

 

بنا به فرض  و  در نتیجه:

اندازه ي تصویر بردار  روي امتداد بردار  برابر است با: 

 
: تذکر: حجم متوازي السطوح ساخته شده روي سه بردار  18. گزینه 1

b

β

a

b
cα

c

، زاویه ي  می سازد. از طرفی بردار  بر صفحه ي شامل این دو بردار عمود است، پس با بردار  بردار  با صفحه ي شامل دو بردار  و 
، زاویه ي  خواهد ساخت. داریم:  

19. گزینه 4
  بر  عمود است �س   مطابق شکل 

دار�م:

 

a a

b

-a

a

a′a′′ab= = 2a ⃗  a′′
−→

a ⃗ 

a+ = ⇒ = ⇒ =a′′ 5b
→

2a′
−→

5b
→ ∣

∣
∣2a′
−→∣

∣
∣

∣

∣
∣5b
→∣

∣
∣

⇒ | | = |b| = × 5 ⇒ = 5 ⇒ |a ⋅ b| = 2 × 5 = 10a′ 5
2

5
2

|a ⋅ b|

|b|

a+ b+ c = 0 ⇒ a+ b = −c

|a+ b = |c ⇒ |a + |b + 2a ⋅ b = |c|2 |2 |2 |2 |2
|b| = 5, |a| = 3|c| = 7

+ + 2a ⋅ b = ⇒ 9 + 25 + 2a ⋅ b = 4932 52 72

⇒ a ⋅ b =
15
2

ab

| | = = =a′ |a ⋅ b|

|b|

15
2
5

3
2

, ,c ⃗  b ⃗  a ⃗ 

= |a ⋅ (b× c)| = ||a| |b| |c| sinβ cosα|Vمتوازي السطوح

abc60∘
b× c

a30∘

|b× c| = |b| |c| sin = 2 × 4 × = 430∘ 1
2

V = |a ⋅ (b× c)| = |a| |b× c| cos = 3 × 4 × = 630∘ 3√

2
3√

( −a)a′bb ⋅ ( −a) = 0a′

−a = (m, −m, 3) − (m− 2, −7, 5) = (2, −m+ 7, −2)a′

b ⋅ ( −a) = 0 ⇒ (2, −2, 1) ⋅ (2, −m+ 7, −2) = 0a′

⇒ 4 + 2m− 14 − 2 = 0 ⇒ m = 6 ⇒ = (6, −6, 3)a′

⇒ | | = = = 9a′ 36 + 36 + 9
− −−−−−−−−√ 81

−−√
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20. گزینه 3

 

 

 
مطابق شکل چون  �س مثلث درون شکل متساوی الساقین است.

 
�س    

 
چون انتهای بردار بر ابتدای بردار منطبق است.

 
�س زاو�ه ی واقعی بین بردارهای  و  برابر است.

 

b

a

e b

e a

e a e b
_

450 α
α

تذکر: اگر ابتداي یک بردار منطبق بر انتهاي بردار دیگر باشد مکمل زاویه ي بین آنها زاویه ي واقعی بین دو بردار است.

 
تذکر: مساحت مثلث ساخته شده روي بردارهاي  و  برابر می باشد. 21. گزینه 1

 

22. گزینه 3
 اگر  را تصویر بردار  روی امتداد بردار  بگیر�م، آن گاه مانند شکل ارتفاع وارد

بر  برابر با �کی از دو بردار  �ا  خواهد شد. به کمک فرمول تصویر  روی امتداد  دار�م:
-a

a b

a a

بردارهاي هادي دو خط    و  را به ترتیب   و  نامیده و نقاط دلخواه  ,  را به ترتیب روي دو خط   و  23. گزینه 4

 
در نظر می گیریم. داریم: 

 طول عمود مشترك در خط 

 
ابتدا معادله خط گذرا :  و  را یافته سپس آن را پارامتري کرده در خط  صدق می دهیم . 24. گزینه 4

|a| = 2 |b| = 4 →{ |a| = 4
|b| = 2

a ⋅ b = 4 ⇒ |a| |b| cosθ = 4 ⇒ 8 cosθ = 4 ⇒ cosθ = ⇒ θ =2√ 2√ 2√ 2√

2
45∘

| | = | |ea eb

α = = 67٫5180 − 45
2

eb−ea eb

−ea
−→

eb
→

eb
→180 − 67٫5 = 112٫5

ab|a× b|
1
2

= 2 = |a× b| ⇒ |a× b| = 4SΔ 3√ 1
2

3√

a⊥a× b ⇒ |a× (a× b)| = |a| |a× b| sin 90 = |a| |a× b| = × 4 = 126√ 3√ 2√

a′a = (4, −1, 4)b = (2, 4, 6)

ba−a′−aa′ab

= b = (2, 4, 6)a′ a ⋅ b

|b|2
(4, −1, 4) ⋅ (2, 4, 6)

+ +22 42 62

= (2, 4, 6) = (2, 4, 6) = (1, 2, 3)
8 − 4 + 24

56
1
2

⇒ a− = (4, −1, 4) − (1, 2, 3) = (3, −3, 1)a′

d1d2u1u2NMd1d2

}⇒ u = × = (0, −3, −3)
(1, 2, −2)u1
(1, −1, 1)u2

u1 u2

}⇒ = (1, 1, −2)
M(−1, 0, 0)

N(0, 1, −2)
MN
− →−

= = = =
| ⋅u|MN
− →−

|u|

|0 − 3 + 6|

0 + 9 + 9− −−−−−−√

3
3 2√

2√

2
,d2 d1

ABL
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مختصات  در خط  صدق می کند.

 
t2 m =-
1-

t2 +1= t4

 
ابتدا خط  را پارامتري و نقطه ي  ( تصویر  روي خط  می باشد) را برحسب  روي آن انتخاب می کنیم. 25. گزینه 2

A

DA

A  

 
 

 
حال بردار   را برحسب  می سازیم:

مختصات تصویر  روي خط   

 
از آنجا که  وسط  و  است. پس:

 

 
راستاي عمود مشترك برابر است با حاصل ضرب خارجی راستاهاي دو خط  و  یعنی: 26. گزینه 2

، موازي بردار نرمال چون راستاي این خط بر صفحه عمود است پس راستاي این خط، نقش نرمال صفحه را خواهد داشت. واضح است که بردار 

 
» است. صفحه مشخص شده در گزینه «

 
: راستاي عمود مشترك دو خط متنافر  و  از دستور  حاصل می شود. تذکر
: اگر برداري مانند  بر صفحه  عمود باشد آنگاه با بردار نرمال صفحه  موازي است یعنی  تذکر

 
ابتدا شرط عمود بودن دو خط را در نظر می گیریم: 27. گزینه 4

 

 
، بردار نرمال صفحه عبارت است از: با فرض  و 

  

 
از طرفی نقطه ي  (نقطه ي  متعلق به خط   است که در صفحه نیز صدق می کند.) در این صفحه است، پس داریم:

= = (2, 2, 4)uD AB
−→−

A ∈ D ⇒ D : = = = t ⇒ D :
x

2
y− 1

2
z

4

⎧
⎩⎨
⎪
⎪
x = 2t
y = 2t+ 1 → M = (2t, 2t+ 1, 4t)
z = 4t

mL

L : = y = z
x−m

−1
− →−−−−−−−−−

L صدق می دهیم

را در m

⎧

⎩
⎨
⎪⎪⎪⎪⎪
⎪⎪⎪⎪⎪

2t+ 1 = 4t ⇒ t =
1
2

= 2t+ 1 = 2 ⇒ m = 3
2t−m

−1
− →−−

t= 1
2 1 −m

−1
DA′A′ADt

D : ⇒ = (3t− 1, t− 2, 1) ∈ D

⎧
⎩⎨
⎪
⎪
x = 3t− 1
y = t− 2
z = 1

A′

AA′
− →−

t

= −A = (3t− 2, t− 4, 0) ⋅ (3, 1, 0) = 0 ⇒ 9t− 6 + t− 4 = 0 ⇒ t = 1AA′
− →−

A′

AD⇒ = (2, −1, 1) ←A′

A′AA "

= 2 −A = 2(2, −1, 1) − (1, 2, 1) = (3, −4, 1)A′′ A′

L1L2
:{ ⇒ (1, −1, 0)L1

x = −y+ 3
z = 4 u1

:{ ⇒ (1, 0, ) (2, 0, 1)L2
x = 2z+ 2
y = 1

u2
1
2

− →−−
×(2)

⇒ u = × = = i(−1) − j(1) +k(2) ⇒ u(−1, −1, 2)u1 u2
∣

∣

∣
∣

i

1
2

j

−1
0

k

0
1

∣

∣

∣
∣

u

2

1d1d2×ud
−→

1 ud
−→

2
2a ⃗ ppa∥Np

d⊥ ⇒ ⊥ ⇒ ⋅ = 0d′ ud ud′ ud ud′

⇒ (a, −2, −1) ⋅ (a− 2, −3, 5) = 0 ⇒ − 2a+ 6 − 5 = 0a2

⇒ − 2a+ 1 = 0 ⇒ = 0 ⇒ a = 1a2 (a− 1)
2

= (−1, −3, 5)ud= (1, −2, −1)ud′

n = × = (13, 4, 5)ud ud′

A = (0, 1, 0)Ad′
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براي تعیین محل برخورد صفحه  با محور  مؤلفه  را در معادله صفحه مساوي صفر قرار می دهیم:

 
معادله کلی صفحات گذرنده از فصل مشترك دو صفحه ي  و  28. گزینه 3

 به صورت    است. براي اینکه از مبدأ بگذرد با قرار دادن 

 
مقدار  را تعیین می کنیم.

  

 
حالا با  تلاقی می دهیم: 

نکته: دو صفحه ي متقاطع  و  را در نظر می گیریم فصل مشترك این دو صفحه خطی است که در محل تقاطع این دو خط 29. گزینه 3
ایجاد می شود. بردار هادي این خط از ضرب خارجی بردارهاي نرمال صفحات  و  حاصل می شود.  براي تعیین یک

 
نقطه از خط  معادلات دو صفحه را در یک دستگاه نوشته به یکی از متغیرهاي  و  یا  عدد دلخواهی می دهیم.

 

P

P
d

 

 
 

 
 

 
  : مختصات همه ي نقاط 

 
تذکر: براي تعیین مختصات تصویر نقطه   روي خط  مراحل زیر را حل می کنیم:   30. گزینه 4

 
) ابتدا خط  را پارامتري کرده و  را برحسب  روي آن می یابیم.

) بردار  را می سازیم این بردار بر خط  و از آنجا بر بردار هادي خط  عمود است بنابراین   و از اینجا مقدار  بدست

 
می آید.

 
) با داشتن  مختصات  تصویر  روي خط  و از آنجا مختصات قرینه  نسبت به خط  از دستور   بدست می آید.

d

A

A

A  

 

 

 
  مجموع مختصات  

P : 13(x− 0) + 4(y− 1) + 5(z− 0) = 0 ⇒ 13x+ 4y+ 5z− 4 = 0

Pozy,x

z =− →−−−−
x=y=0 4

5
: x−y+ 1 = 0P1: y−z− 2 = 0P2

: +K = 0 ⇒ (x−y+ 1) +k(y−z− 2) = 0P ′′ P1 P2(0, 0, 0)

k

1 +k(−2) = 0 ⇒ k = ⇒ : (x−y+ 1) + (y−z− 2) = 01
2

P ′′ 1
2

{x = 2
y = 1

(2 − 1 + 1) + (1 −z− 2) = 0 ⇒ 2 + = 0 ⇒ z = 3− →−−
y=1

x=2 1
2

−1 −z

2
pp′

pp′( = × )ud nP np′

dxyz

d :{ ⇒ = × =( )= (2, 0, −2)
x+y+z = −1
x−y+z = 1 ud nP nP ′

1
1

1
−1

1
1

{ z = 0 ⇒ y = −1 ⇒ A(0, −1, 0) ∈ d− →−−
x=0 y+z = −1

−y+z = 1 −→
+

d⇒ d : ⇒ d : ⇒ M(t, −1, t)
⎧
⎩⎨

=
x

2
z

−2
y = −1

⎧
⎩⎨
x = t

y = −1
z = t

|MP | = |M | ⇒ = ⇒ t = 3 ⇒ M(3, −1, 3)P ′ |t− 2 − 2t+ 3|

1 + 4 + 4− −−−−−−√

|t− 2 + 2t+ 7|

1 + 4 + 4− −−−−−−√
Ad

1dA′t

2AA′ddA ⋅ = 0A′ udt

3tA′AdAd= 2 −AA′′ A′

d : ⇒ = (2t+ 3, 3, −t) ,A = (2, 1, 1)

⎧
⎩⎨
⎪
⎪
y = 3

= = t
x− 3

2
z

−1
A′

= −A = (2t+ 1, 2, −t− 1) , = (2, 0, −1)AA′
− →−

A′ ud

A ⋅ = 0 ⇒ 4t+ 2 + t+ 1 = 0 ⇒ t = − ⇒ = (1٫8, 3, 0٫6)A′ ud
3
5

A′

= 6٫8= 2 −A = (1٫6, 5, 0٫2) ⇒A′′ A′ A′′


