
θA B

M

H

دبیرستان علامه حلی تهران

،  و  است. ،  و  دو به دو عمود بر هم هستند. پس  قطر مکعب مستطیل بنا شده بر  راه حل اول:  21. گزینه 2
بنابراین:

با توجه به شکل، در مثلث قائم الزاویۀ  داریم:

C

A
4c

3b 5a
5a+3b+

B
4c

راه حل دوم: نکته: اگر زاویۀ بین دو بردار  و  برابر  باشد، آنگاه:  

نکته: اگر  و  بر هم عمود باشند، آنگاه:  

اگر زاویۀ بین  و  را  در نظر بگیریم، داریم:

22. گزینه 3

 یعنی  نقاطی میتواند باشد که اندازه تصویر روي  مقدار ثابتی باشد پس مکان هندسی  خطی عمود
بر می باشد .

نکته: مساحت مثلثی که با دو بردار  و  تولید می شود، برابر است با: 23. گزینه 2

باتوجه به شکل، داریم:

a ⃗ b ⃗ c ⃗ 5 + 3 + 4a ⃗  b ⃗  c ⃗ 5a ⃗ 2b ⃗ 4c ⃗ 

5 + 3 + 4 = = = 5∣
∣ a ⃗  b ⃗  c ⃗ ∣∣ 25 + 9 + 16| |a ⃗ 2 ∣

∣b
⃗ ∣
∣
2

| |c ⃗ 2
− −−−−−−−−−−−−−−−−√ 25 + 9 + 16

− −−−−−−−−√ 2√
ABC

cos θ = = = ⇒ θ =
|5 |a ⃗ 

5 + 3 + 4∣
∣ a ⃗  b ⃗  c ⃗ ∣∣

5
5 2√

2√

2
45∘

a ⃗ b ⃗ θcos θ =
⋅a ⃗  b ⃗ 

| |a ⃗  ∣
∣b

⃗ ∣
∣

a ⃗ b ⃗ ⋅ = 0a ⃗  b ⃗ 

= (5 + 3 + 4 ) ⋅ (5 + 2 + 4 )5 + 3 + 4∣
∣ a ⃗  b ⃗  c ⃗ ∣∣

2
a ⃗  b ⃗  c ⃗  a ⃗  b ⃗  c ⃗ 

= 25 + 9 + 16 + 15 ⋅ + 20 ⋅ + 15 ⋅ + 12 ⋅ + 20 ⋅ + 12 ⋅| |a ⃗ 2 ∣
∣b

⃗ ∣
∣
2

| |c ⃗ 2 a ⃗  b ⃗  a ⃗  c ⃗  b ⃗  a ⃗  b ⃗  c ⃗  c ⃗  a ⃗  c ⃗  b ⃗ 

25 + 9 + 16 = 50 ⇒ 5 + 3 + 4 = = 5= ============
بر هم عمودند.

c b⋅aیکه و دو به دو و
∣
∣ a ⃗  b ⃗  c ⃗ ∣∣ 50

−−√ 2√

a ⃗ 5 + 3 + 4a ⃗  b ⃗  c ⃗ θ

cos θ = = = = ⇒ θ =
(5 + 3 + 4 ) ⋅a ⃗  b ⃗  c ⃗  a ⃗ 

5 + 3 + 4 | |∣
∣ a ⃗  b ⃗  c ⃗ ∣∣ a ⃗ 

5 + 0| |a ⃗ 2

5 × 12√

5
5 2√

2√

2
45∘

⋅ = 5 ⇒ |AM| |AB| cos θ = 5 |AH| |AB| = 5 ⇒ |AH| = = AMثابت
−→−

AB
−→−

− →−−−−−−−−−−−−
|AM| cos θ=|AH| 5

|AB|

MAM
−→−

AB
−→−

M

AB

ab

|a × b|
1
2
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حال با استفاده از نکته ي بالا داریم:

24. گزینه 4

 
 :نکته

 :نکته

 
 با توجه به شکل داریم:

بنابراین:

a
b

c

 
 

 

 
 

. با جایگذاري این . از مقایسۀ این عبارت با فرض  نتیجه می گیریم  ، پس  با توجه به نکتۀ بالا، 

 
مقدار در  داریم:

ها به صورت  و روي ها به صورت  روي محور  نکته: تصویر بردار  روي محور  25. گزینه 2

 
ها به صورت  می باشد.  محور 

 
نکته: اگر  و  سه بردار دلخواه باشند، آن گاه داریم: 

 

 
مطابق نکته داریم: 

 

 
با جایگذاري در  داریم: 

 
ها به صورت  می باشد که اندازه ي آن برابر  است.  حال تصویر این بردار روي محور 

26. گزینه 2

 
 �ک گوشه مکعب مستطیل را بر مبدأ مختصات منطبق کرده به رئوس آن مختصات می دهیم.

 
 

 

 
 

A

B

C

1
2

3

z

y

x

27. گزینه 2
 

  

b

b

a
θ
θ

΄́

= (0, 2, 1) , = (2, 0, 2)OA
−→−

OB
−→−

× = = (4, 2, −4)OA
−→−

OB
−→−

∣

∣

∣
∣

i

0
2

j

2
0

k

1
2

∣

∣

∣
∣

= |(4, 2, −4)| = = 3S
OAB

Δ
1
2

4 + 1 + 4
− −−−−−−√

⋅ =a ⃗  a ⃗  | |a ⃗ 2

=e ⃗ a
1

| |a ⃗ 
a ⃗ 

+ + = ⇒ + = −a ⃗  b ⃗  c ⃗  o ⃗  b ⃗  c ⃗  a ⃗ 

⋅ ( + ) = ⋅ (− ) = − (∗)a ⃗  b ⃗  c ⃗  a ⃗  a ⃗  | |a ⃗ 2

=e ⃗ a
1

| |a ⃗ 
a ⃗ = | |a ⃗  a ⃗  e ⃗ a= 4a ⃗  e ⃗ a| | = 4a ⃗ 

(∗)

⋅ ( + ) = − = − = −16a ⃗  b ⃗  c ⃗  | |a ⃗ 2 42

a = ( , , )x1 y1 z1x( , 0, 0)x1y(0, , 0)y1
z(0, 0, )z1

b , aca × (b × c) = (c ⋅ a)b − (b ⋅ a)c

a = (1, −2, 0) , b = (3, 1, −1), c = (0, 2, 1)

(∗) (a × c) × b = (a ⋅ b)c − (b ⋅ c)a

{a ⋅ b = (1, −2, 0) ⋅ (3, 1, −1) = 1
b ⋅ c = (3, 1, −1) ⋅ (0, 2, 1) = 1

(∗)

(a × c) × b = −b × (a × c) = c − a = (0, 2, 1) − (1, −2, 0) = (−1, 4, 1)

y(0, 4, 0)4

⇒

A(1, 0, 2)

B(0, 3, 2)

C(1, 3, 0)

⎧
⎩⎨ = (−1, 3, 0)AB

−→−

= (0, 3, −2)AC
−→−

⇒ ⋅ = 0 + 9 − 0 = 9AB
−→−

AC
−→−

a ⋅ = |a| | | cos θ = |a| |b| cos θ = a ⋅ bb′′ b′′



 
 نکته: مساحت مثلث دلخواه  برابر است با: 

 
 

 
حال با استفاده از نکته ی بالا دار�م:

 
 

A

B C

A

B

C

D

O

a a

aa

صفحه 3

 
بنابراین  همان  می باشد و مقدار آن برابر است با:

 
، ارتفاع و مساحت برابر است با:  نکته: در مثلث متساوي الاضلاعی به طول ضلع  28. گزینه 2

 

 
نکته: در دو مثلث متشابه، نسبت مساحت ها برابر توان دوم نسبت تشابه است. 

 

  

راه حل اول:

 

A

B C

M N

K

H

4

3

 
راه حل دوم: 

 
اگر طول ضلع مثلث متساوي الاضلاع  را  در نظر بگیریم، آن گاه با توجه به این که  ارتفاع این مثلث است داریم: 

29. گزینه 1

مثلث هاي اطراف  ضلعی منتظم، متساوي الساقین هستند. 30. گزینه 4

 
 

2
2x

x

x

 
 ضلع مربع

 

 
نکته: مساحت مثلث متساوي الاضلاع به ضلع  برابر است با:  31. گزینه 2

براي این که  حداقل مقدار خود را داشته باشد، باید  حداقل مقدار ممکن باشد، چون  باید طبیعی باشد، پس حداقل مقدار آن 

 
 است، بنابراین:

 

بنابراین حداقل مقدار  برابر  است.

a ⋅ b′′a ⋅ b

a ⋅ b = 6 − 4 = 2
a

h = a , S =
3√

2
3√

4
a2

{ ≅
=Â Â

=M̂ B̂
− →−−
(زز)

AMN
Δ

ABC
Δ

AK = × 4 = 2 ⇒ AH = AK − KH = 2 − = (∗)
3√

2
3√ 3√ 3√ 3√

= × = 4S
ABC

Δ
3√

4
(4)2 3√

= = ⇒ = × 4 =

S
AMN

Δ

S
ABC

Δ
( )

AH

AK

2
( )

1
2

2
S

AMN
Δ

1
4

3√ 3√

AMNaAH

AH = a ⇒ a = 2 ⇒ = =
3√

2
= ===
(∗)

3√ S
AMN

Δ
3√

4
a2 3√

ABCS = AB ⋅ AC × sin
1
2

Â

A + B = 16 ⇒ + = 4 ⇒ + = 4C2 D2 AC2

4
BD2

4
( )

AC

2

2
( )

BD

2

2

⇒ O + O = 4 = 4 ⇒ a = 2A2 B2 − →−−−−−−−−−−−
OABفیثاغورس در

Δ

a2

= 2 = 2 × AB ⋅ AD sin = 2 × 2 × = 2S
ABD

Δ
1
2

30∘ 1
2

S
لوزی 

8

= (1 + )x ⇒ x = = ( − 1) ⇒ x = 2 −2√ 2√ 2√

1 + 2√
2√ 2√ 2√

= × = = = −Sمثلث
1
2

1
2

x2 1
4

(2 − )2√ 2 6 − 4 2√

4
3
2

2√

a
3√

4
a2

aS =
3√

4
a2S

1

= 1 ⇒ = a =
3√

4
a2 a2 4

3√
− →−−
a>0 2

3√4

a
2

3√4
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راه حل اول: 32. گزینه 3

 
نکته: مساحت ذوزنقه، برابر با نصف حاصل ضرب مجموع دو قاعده در ارتفاع است.

A B

D C

O

H

H
M

1 1

11

 
 

 
است. نسبت تشابه این دو مثلث برابر

 
از طرفی داریم:

 
، متشابه اند. پس داریم: بنابراین  و  با نسبت تشابه 

  (*)  

 
، بنابراین: طبق فرض 

 
با جایگذاري این مقدار در(*) داریم: 

 
راه حل دوم:

)، پس مساحت دو مثلث  و  با هم برابر است (زیرا قاعده  فاصله ي  از  با فاصله ي  از  برابر است (زیرا 

 
ي مشترك و ارتفاع برابر دارند).

 

 

A B

D C

O

H
4

2
S1

S2

بنابراین مساحت ذوزنقه برابر است با:

 
نکته: در دو مثلث متشابه، نسبت ارتفاع ها، نیمسازها و میانه هاي متناظر، برابر نسبت تشابه است. 33. گزینه 2

B

A

B CHQ P

M N
K

3 3

3

 

 

 
 
 مربع 

 
بنابراین دو مثلث  و   متشابه اند و نسبت ارتفاع هاي آن ها با نسبت تشابه برابر است:

AB∥CD { ∼− →−−−−−−−−

موازي و مورب

قضیه ي خطوط =A1^ C1^

=B1^ D1^
− →−−
(زز)

AOB
Δ

COD
Δ

OC

OA

= = ⇒ = = 2
S

BOC
Δ

S
AOB

Δ

× BM × OC
1
2

× BM × OA
1
2

OC

OA

OC

OA

4
2

AOB
Δ

COD
Δ

2

{ { → = (AB + CD) × H = × 3a × 3h =
CD = 2AB

OH = 2OH ′ − →−−−−−−
O =hH ′

AB=a CD = 2a

OH = 2h
SABCD

1
2

H ′ 1
2

9ah

2
= 2S

AOB
Δ

AB × O = 2 ⇒ × a × h = 2 ⇒ ah = 41
2

H ′ 1
2

= 18SABCD

ADCBDCAB∥CDADCBCD

= ⇒ + = 4 + ⇒ = 4S
ADC

Δ S
BDC

Δ S1 S2 S2 S1

⇒ = ⇒ = 8

⎧

⎩
⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪

= = ⇒ =
S1
S2

DH⋅OA
1
2

DH⋅OC
1
2

OA

OC

4
S2

OA

OC

= ⇒ =

S
AOB

Δ

S
BOC

Δ

OA

OC

2
4

OA

OC

4
S2

2
4

S2

= 2 + 4 + 4 + 8 = 18SABCD

AH = h ⇒ AK = AH − KH = h − 3
MNP Q ⇒ MN ∥ P Q ⇒ MN ∥ BC

AMNABC

= ⇒ = = ⇒ = ⇒ = ⇒ h = 8AK

AH

MN

BC

h − 3
h

3
4٫8

− →−−−−−−−−−
تفضیل در صورت h − (h − 3)

h

4٫8 − 3
4٫8

3
h

1٫8
4٫8

3
h

3
8
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34. گزینه 2
 نکته (قضیه ی نیمساز داخلی): اگر  نیمساز داخلی مثلث  باشد، دار�م:  

 

B C

A

D

c b

77
2015

 
طبق قضیه ي نیمساز داخلی داریم: 

 
با فرض  و  و با استفاده از قضیه ي فیثاغورس در  داریم: 

 

35. گزینه 3

 دو مثلث  و  متشابه هستند و نسبت تشابه آن ها   است. �س نسبت میانه های  و 

  است.  نیز 

A

B C
H

M N

ADABC

=
AB

AC

BD

DC

= ⇒ = ⇒ =
BD

DC

AB

AC

15
7

20
7

b

c

c

b

3
4

b = 4xc = 3xA CB
Δ

+ = ⇒ 16 + 9 = 25 ⇒ x = 1b2 c2 52
x2 x2

⇒{ ⇒ = bc = 6b = 4
c = 3

S
A CB

Δ
1
2

AHBAHC=
AB

AC

2
3

HN

HM
2
3


