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21. گزینه 2

 محور  ها

چون خط  بر خطوط  و   عمود است پس بردارهادي آن از ضرب خارجی بردارهاي هادي خطوط   و   بدست 22. گزینه 1
می آید.

در بین گزینه ها، مختصات نقطه   در معادله خط  صدق می کند .
چون  و  متوازي الاضلاع ند، لذا   و   . 23. گزینه 1
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. بنابراین  و  به ترتیب وسط  و  هستند. لذا مساحت مثلث هاي  (اگر از از طرفی  لذا 

رأس  به مثلث  نگاه کنیم) و   (اگر از رأس  نگاه کنیم) هر کدام  مساحت  است. لذا مساحت 

نصف مساحت  است.

 
نسبت تشابه   به  نیز  به  است. لذا نسبت مساحت هاي آن ها  به  است.
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24. گزینه 1

H

M
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در مثلث قائم الزاویه   ارتفاع نظیر وتر   است. بنابراین: 

اگر وسط اضلاع یک مثلث را به هم وصل کنیم، مثلثی متشابه با مثلث بزرگتر به دست می آید که نسبت تشابه آنها  25. گزینه 4

 
است.

 
، نسبت بین مساحت ها  (مربع نسبت تشابه) است. در دو مثلث متشابه با نسبت تشابه 

  (نسبت تشابه) 

26. گزینه 1

فرض کنیم  نیمساز زاو�ه ی  از مثلث  باشد. دار�م:

B C

α α

A

D  

 

 
چون  بس  هم جهت با  است و داریم:

 

 معادله ي 

 
27. گزینه 2 بردار هادي خط  و  نقطه اي از این خط می باشد و 

 
ها می باشد، پس:  نقطه اي روي محور 
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 بردار هادي خط  و  نقطه اي از این خط می باشد.

 

 

  :طبق فرض

28. گزینه 1

 
 

A

B Ca

N M bc
 

تذکر: هر زمان صحبت از تعیین نقطه اي با یک ویژگی خاص روي خط بود ، ابتدا خط را پارامتري کرده و نقطه اي برحسب  29. گزینه 4

 
بصورت شناور روي آن انتخاب می کنیم.

 

 
حال فاصله نقطه  را از خط   محاسبه می کنیم و برابر   قرار می دهیم .

 

 
مجموع مولفه هاي A برابر   می باشد.

 
نکته: دو خط زمانی بر هم عمودند که ضرب داخلی بردارهاي هادي آن ها صفر شود. 30. گزینه 4

ابتدا بردار هادي هریک از خطوط   را به دست می آوریم (در تعیین بردارهاي مقادیر مخرج کسرها به شرط آنکه ضریب  در صورت

 
یک باشد، مولفه هاي بردار هادي می باشند.)

  بردار هادي خط   

 
تذکر: در معادله  پارامترهاي ضرایب  مولفه هاي بردارهاي می باشند.

 بردار هادي خط  

 

، مقدار صفر براي  حال به یک تساوي همواره درست رسیدیم. پس به ازاي هر مقدار غیر صفر  دو خط بر عمودند (با توجه به بردارهاي خط 

 
 قابل قبول نیست.)
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براي به دست آوردن عمود مشترك دو خط متنافر در حالت کلی، باید دو نقطه ي شناور با پارامترهاي مختلف مانند   و  31. گزینه 2

 
 روي دو خط در نظر گرفت، سپس از حل دستگاه:

 

1( )

     
2( )

 
 

  و   را به دست آوریم، سپس خط گذرنده از   و   را بنویسیم، اما معادله ي عمود مشترك در تست ها، معمولاً در یکی از حالت زیر سؤال

 
می شود:

) یکی از خط ها موازي یکی از محورها و خط دوم موازي صفحه ي دو محور دیگر باشد. در این صورت باید دو پارامتر در یک خط و پارامتر سوم

 
در خط دیگر عدد ثابت باشند، مانند:

 

براي یافتن معادله ي عمود مشترك ابتدا خط موازي محور را با صفحه ي خط موازي صفحات دو محور قطع می دهیم، یعنی نقطه ي 
 ، سپس از نقطه ي داخل صفحه بر خط دوم عمود می کنیم (بدون آن که پارامتر ثابت را لحاظ کنیم) یعنی

 
مثلاً از نقطه ي   بر خط   عمود رسم می کنیم.

 
) هر دو خط موازي صفحه دو محور باشند، در این صورت باید در معادله ي هر دو، متغیر یکسانی عدد ثابت باشد مثلاً:

در این صورت چون عمود مشترك موازي محوري است که ثابت است لذا بدون در نظر گرفتن متغیري که ثابت است معادلات دو خط را در یک

 
دستگاه حل می کنیم. نقطه ي حاصل از جواب دستگاه در واقع معادله ي عمود مشترك دو خط متنافر است.

 
لذا در این سؤال:

هر دو خط موازي صفحه ي   هستند، پس عمود مشترك آن ها عمود بر صفحه ي   است و باید در معادله ي آن   و   اعداد ثابتی

 
باشند، لذا دستگاه زیر را بدون در نظر گرفتن   حل می کنیم:

معادله ي عمود مشترك:  

 
در بین گزینه ها تنها نقطه ي   روي این خط است.

مجموع مساحت هاي دو مثلث  و  برابر مساحت مثلث  است. طولهاي ارتفاع این دو مثلث را  و  32. گزینه 2

 
 فرض میکنیم که چون نقطهي  روي نیمساز قرار دارد این دو فاصله با هم برابرند، پس:
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طبق صورت سؤال مساحت مثلث  برابر  است. پس:
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33. گزینه 2
در شش ضلعی منتظم که متشکل از  مثلث متساويالاضلاع همنهشت است، فاصلهي محل برخورد قطرهاي بزرگ از هر کدام از ضلعها، برابر

 
است با ارتفاع هر کدام از آن مثلثهاي متساويالاضلاع، پس اگر  طول ضلع شش ضلعی منتظم باشد، خواهیم داشت:

 
 

 
(ضلعی شش) و  

 
 

 
نکته: طول عمود مشترك دو خط متنافر  و  از دستور به دست می آید. 34. گزینه 2

 
 

صورت کسرها را مساوي صفر قرار دادیم 
 

  

 
بردار هادي خط  بردار   است این بردار محور   عمود است. زیرا: 35. گزینه 3

 

 
بنابراین خط بر محور   عمود است.

 
دقت کنید اگر در خط  داشتیم   این خط در صفحه   قرار گرفت.

 
راه حل اول: این دو خط موازي نیستند، چون بردارهاي هادي موازي ندارند. 36. گزینه 3

 
لذا کافی است متقاطع نباشند تا متنافر شوند. براي بررسی تقاطع دو خط نقطه اي دلخواه به صورت پارامتري روي خط   در نظر می گیریم مثلاً: 
  (براي به دست آوردن نقطه ي پارامتري، کافی است معادله ي متقارن خط را برابر t  قرار دهیم.) و مختصات  را در معادله ي  

 
 قرار دهیم:

 
براي تقاطع دو خط باید  به دست آورده از هر  تساوي یکسان باشد. در این جا چون دو تا از پارامترهاي خط ثابتند. لذا تنها یک  t به دست

 
می آید که باید تساوي سوم هم برقرار باشد، پس باید:

 

 
حال اگر  باشد، دو خط متنافر می شوند.

راه حل دوم: بردارهاي هادي دو خط را حساب کرده و دیدیم که موازي نیستند. پس باید متقاطع نباشند. اگر متقاطع باشند،  در هر دو خط باید

 
 باشد.  را در معادله ي دوم جایگذاري می کنیم:

 

 
این نقطه باید در خط اول صدق کند تا دو خط متقاطع باشند. در نتیجه  ، پس براي تنافر دو خط  a باید مخالف صفر باشد.

 
راه حل سوم:   و   در نظر می گیریم. اگر دو خط متنافر باشند   غیر صفر می شود:

 

 

 
در حالت کلی راه مستقیم کنترل تنافر دو خط این است.

 
از رأس  خطی به موازات  و  رسم میکنیم و داریم: 37. گزینه 2
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  مورب  
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38. گزینه 2

 
نقطه ي وسط  را  می نامیم، بنابر داده هاي مسئله   و چون دو مثلث  و  متشابه اند، پس:  

A B

CD

M

H
H

 

 
  

ولی در هر مثلث قائم الزاویه، ارتفاع وارد بر وتر میانگین هندسی دو قطعه ي پدید آمده روي وتر است، در نتیجه داریم:

 

 

39. گزینه 2
 

 
 

40. گزینه 2
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Â1 B̂1 Â1 B̂1

A C : + + = n + =B
Δ
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AB

1
2

AB

2
10
2

⇒ DK = 8 − 5 = 3

: D = K +D ⇒ D = + ⇒ DH = 5DKH
Δ

H2 H2 K2 H2 32 42
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معادلات خطوط  با فرض  به ترتیب   و   می باشد، یعنی بردارهاي هادي آن ها به  41. گزینه 3

 
ترتیب   و   هستند. چون خط  بر این دو خط عمود است، پس بردار هادي آن یعنی  به صورت زیر است:

 

 
معادله ي خط  عبارت است از: 

، نیم خط  را موازي با نیم خطهاي  و  رسم میکنیم. داریم: مطابق شکل از  42. گزینه 3
x

yB

M

A
5α

5α

1
2

z
 

 
 

 
، مجموع زوایاي داخلی  درجه است. پس: در چهار ضلعی 

مثلث  را رسم می کنیم. همچنین از  به دو رأس  و  وصل می کنیم. چون  (زیرا محل تلاقی 43. گزینه 2

قطرهاي مربع از رأس هاي آن به یک فاصله است.) نتیجه می شود  متساوي الساقین است. با توجه به همنهشتی دو مثلث  و 

 
 (به حالت تساوي سه ضلع)، مشخص می گردد که  نیمساز زاویه  ي  است.

OO

A B
H

C

. بنابراین به کمک زاویه هاي مثلث متساوي الاضلاع و مربع و پس  میانه (و نیز ارتفاع) وارد بر  است. می دانیم 

 
، خواهیم داشت: همچنین متساوي الساقین بودن مثلث 

، بنابر  و  یک مثلث متساوي  . از این رو مثلث  ، پس:  و چون 

 
الساقین است.
44. گزینه 2

1

C

AB

D

M

P
1

2 
 

 
میانه مثلث مساحت آن  را نصف می کند. داریم:

, ΔΔ′
y = t

⎧
⎩⎨
⎪
⎪
x = 2t
y = t

z = 1

⎧
⎩⎨
⎪⎪⎪
⎪⎪⎪
x = t

3
2

y = t

z = t+ 1

u = (2, 1, 0)= ( , 1, 1)u′ 3
2

Dv

v = u× = (1, −2, ) (2, −4, 1)u′ 1
2

−→−
×2

D

= = 2x = −y = 4zx

2
y

−4
z

1
−→−
×4

MMzAxBy

{ ⇒ ( + ) + 10α =
Mz∥Ax ⇒ + 5α =M̂1 180∘

Mz∥By ⇒ + 5α =M̂2 180∘ M̂1 M̂2 360∘

10α = ⇒ α =− →−−−−−−−−−−
+ =M̂1 M̂2 90∘

270∘ 27∘

AMBN360

4α+ + 3α+ = + + + = ⇒ =90∘
N̂ 360∘

− →−−−−
α=27∘

108∘ 90∘ 81∘
N̂ 360∘

N̂ 81∘

AOO′O′BCB = CO′ O′

CBO′
Δ

ABO′

ACO′HO′B CO′

HO′BCO C =Â 45∘

COO′

O = C +C O = + = (I)O′Â O′Â Â 30∘ 45∘ 75∘

⎧
⎩⎨
⎪
⎪
O = + + =ĈO′ 60∘ 45∘ 45∘ 150∘

C = C O = ( − ) =ÔO′ O′̂ 1
2

180∘ 150∘ 15∘

C A =Ô 90∘
A = − = (II)O′Ô 90∘ 15∘ 75∘

OAO′(I)(II)

⇒ ≅ ⇒ CM = MP

⎧

⎩
⎨
⎪⎪⎪⎪
⎪⎪⎪⎪

AD : AM = MDوسط

AP ∥ CD ⇒ =A
∧

1 D
∧

=M
∧

1 M2
∧

AMP
Δ

MCD
Δ



M
N

A

B
C

α
θ β

α β
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بردارهاي هادي دو خط    و  را به ترتیب   و  نامیده و نقاط دلخواه  ,  را به ترتیب روي دو خط   و  45. گزینه 4

 
در نظر می گیریم. داریم: 

 طول عمود مشترك در خط 

46. گزینه 2

 
چون  و  بردارهاي هادي یکسان دارند، با هم موازي اند. به این ترتیب، فاصله بین این دو خط، طول ضلع مربع می باشد و آن، فاصله یک

 
نقطه یکی از خط ها، از خط دیگر است:

 
فاصله نقطه اختیاري  واقع بر خط  را از خط  محاسبه می کنیم:

 

 
 نقطه دلخواه خط 

 

 طول ضلع مربع 

 مساحت مربع 

 
. ،  است، پس  مطابق داده هاي مسئله در مثلث  47. گزینه 4

 
 
 
 

، زاویه ي خارجی مثلث  است پس  و  هم زاویه ي خارجی زاویه ي 

 
مثلث  است. پس: 

 
در مثلث  داریم:

که همان زاویه ي  است.

⎧
⎩
⎨
⎪⎪⎪
⎪⎪⎪

: BM ⇒ =PBC
Δ

میانه S
BMC

Δ
1
2
S
BPC

Δ

≅ ⇒ = ⇒ =AMP
Δ

MCD
Δ

S
AMP

Δ S
MCD

Δ SABCD S
BPC

Δ

⇒ = ⇒ = 2 × 20 = 40S
BMC

Δ
1
2
SABCD SABCD

d1d2u1u2NMd1d2

}⇒ u = × = (0, −3, −3)
(1, 2, −2)u1
(1, −1, 1)u2

u1 u2

}⇒ = (1, 1, −2)
M(−1, 0, 0)

N(0, 1, −2)
MN
− →−

= = = =
| ⋅u|MN
− →−

|u|

|0 − 3 + 6|

0 + 9 + 9− −−−−−−√

3
3 2√

2√

2
,d2 d1

D : = = z+ 1 ⇒ = (2, −2, 1)
x− 1

2
3 −y

2
uD
→

: x− 3 = −y = 2(z− 1) ⇒ = (1, −1, ) = (2, −2, 1)D′ uD′
→ 1

2
−→−
×2

uD′
→

DD′

A(1, 3, −1)DD′

B(3, 0, 1)D′

⇒ = ( − , − , − ) = (2, −3, 2)AB
→

x2 x1 y2 y1 z2 z1

×u = (2, −3, 2) × (2, −2, 1) = (1, 2, 2)AB
→

a = 1h = = = = 1 ⇒
|(1, 2, 2)|

|(2, −2, 1)|

1 + 4 + 4− −−−−−−√

4 + 4 + 1− −−−−−−√

3
3

S = = 1a2⇒

ABC=Â 64∘
α+θ = 64∘

A BĈACMA B = 2βĈA BN̂

AMN

α = M N +β = 2β+θÂ

A CB
△

= α+θ = ⇒ (2β+θ) +θ = ⇒ 2β+ 2θ =Â 64∘ 64∘ 64∘

⇒ θ+β = 32∘

M NÂ
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48. گزینه 1
ارتفاع  در مثلث قائم الزاویه  را رسم می کنیم. بنابر رابطه ي طولی در مثلث قائم الزاویه داریم:

 
 

 
 

A B

CD

M

H

6

اگر دو خط هر دو موازي یکی از محورها باشند، کافی است فاصله ي آن ها را مانند دو نقطه در صفحه به دست آوریم. مثلاً اگر دو 49. گزینه 3
خط موازي محور  ها باشند، خواهیم داشت:

x

y

z

A

B

 

 
 

دو خط موازي اند، بنابراین مطابق شکل ها دو حالت براي یال موازي وجود دارد. (بسته به آن که دو خط داده شده کدام یال مکعب باشند.)

 

D

D

a

1( )
D

D

a 2

2( )  

 
(  فاصله ي دو خط (

 

 
 

تذکر: فاصله نقطه  از خط  از دستور  بدست می آید. که در آن  نقطه دلخواهی از خط  می  50. گزینه 3

 
باشد.

 

 
با انتخاب نقطه  روي خط  داریم:

= فاصله  ازخط   

MHDMC

M = DH ×CH ⇒ = AM ×MB ⇒ AM ×MB = 36H2 62

x

D :{ :{ ⇒ |AB| =
y = y0
z = z0

D′ y = y1
z = z1

Δ + Δy2 z2− −−−−−−−−−−√

= = 10+(−4 − 2)2 (5 + 3)2
− −−−−−−−−−−−−−−−−−√1

1) a = = 10 ⇒ a = 10 ⇒ V = = 100036 + 64− −−−−−−√ a3

2) a = = 10 ⇒ a =2√ 36 + 64
− −−−−−−√ 10

2√

⇒ V = = = 250a3 1000
2 2√

2√

AdL =

×
∣

∣
∣AA0
− →−−

ud
−→∣

∣
∣

| |ud
A0d

→ d : = y =

⎧
⎩
⎨
⎪⎪⎪
⎪⎪⎪

= y
x− 1

2

=
y+ 2

3
z

6

→
y

⎧
⎩
⎨
⎪⎪⎪⎪
⎪⎪⎪⎪

= y
x− 1

2

y =
z− 4

2

x− 1
2

z− 4
2

(1, 0, 4)A0d

{ → × = (5, −2, −4)= (0, 2, 1)AA0
− →−−

= (2, 1, 2)ud
AA
−→−

0 ud

L = = =

×
∣

∣
∣AA
−→−

0 ud
∣

∣
∣

| |ud

25 + 4 + 16− −−−−−−−−√

4 + 1 + 4− −−−−−−√
5√Ad


